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VORWORT

Michio SUZUKI hat gezeigt, daB die Chevalley-Gruppe G2(4) in ihrer
primitiven Permutationsdarstellung vom Grad 416 eine primitive Er-
weiterung vom Grad 1 782 und vom Rang 3 besitzt, eine sporadische
einfache Gruppe, fortan als die Suzuki-Gruppe Suz (oder auch Sz)
bezeichnet. Suz besitzt nach Konstruktion eine Permutationsdarstel-
lung vom Rang 3 auf 1 782 Punkten, sie definiert somit einen streng
requldren Graphen mit 1 782 Ecken und die Automorphismengruppe die-
ses Graphen enthdlt Suz vom Index 2.7

In Kapitel I dieser Arbeit werden zundchst Rang-3-Permutationsgrup-
pen untersucht. Insbesondere wird der Zusammenhang solcher Gruppen
mit der Klasse der streng reguldren Graphen interessieren. Es wird
gezeigt, daB jede Rang~3-Gruppé einen streng reguldren Graphen defi-
niert, auf dem sie als transitive Automorphismengruppe wirkt. In

§ 5 wird dann analysiert, unter welchen Bedingungen und wie, ausge-
hend von einer abstrakten endlichen Gruppe H eine Rang-3-Erweite-
rung G von H konstruiert werden kann, d.h. eine transitive Permu-
tationsgruppe>G vom Rang 3, so daB der Stabilisator eines Punktes
in G isomorph zu H ist.

Kapitel II enthdlt die Konstruktion der Suzuki-Gruppe Suz. In auf-
einander folgenden Schritten, beginnend mit der symmetrischen Grup-
pe S4 werden die PGL(2,7), die G2(2), die sporadische einfache
Gruppe HJ von Hall-Janko, die G2(4) und schlieflich Suz, die ein-
fache Gruppe der Ordnung 448 345 497 600 als transitive Erweite-
rungen konstruieft. Bis zur HJ wird die Konstruktion expiizit durch-
geflhrt, so daB die Adjazenzmatrix des Hall-Janko-Graphen angegeben
werden kann. Leider kann ich flir den letzten Schritt der Konstruk-

tion nur eine Beweisskizze geben.
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BEZEICHNTUNGEN

-

Permutationsgruppen werden mit gfoBen (G, H,..), ihre Elemente mit
kleinen lateinischen Buchstaben (g, h,..) bezeichnet, die Mengen,
auf denen die Permutationsgruppen wirken mit groBen griechischen
Lettern (2, A,..), Elemente dieser Mengen mit kleinen griechischen
Buchstaben (o, B,..). Mit GroBbuchstaben (G,...) werden Graphen be-
zeichnet. Das Bild von o unter der Wirkung eines Elements g € G
wird a9 geschrieben.

Mit Sn bzw. An wird die symmetrische bzw. alternierende Gruppe vom
Grad n und mit D2n die Diedergruppe der Ordnung 2n notiert.

Kn bezeichne den vollstdndigen Graphen mit n Ecken.

Ferner bedeuten:

lGI die Ordnung der Gruppe G

| die Machtigkeit der Menge Q

H <(<) G H ist (echte) Untergruppe von G

A e(e) Q A ist (echte) Teilmenge von Q

< X=> das Erzeugnis von X in G (X £ G)

o{g) die Ordnung des Elements g in G, d.h. o(g) = |<g>‘
n, v, \ Durchschnitt, Vereinigung und Differenz von Mengen -
N, Z, Q die Menge der natiirlichen, der ganzen bzw. der

rationalen Zahlen.
al] b a teilt b (fir a,b € /)
a <(z) b a kleiner (kleiner glgich) b
Die Notation von Kapitel II orientiert sich an der in [20] verwen-
deten, siehe im einzelnen § 6.
Alle sonst verwendeten Zeichen und Bezeichnungen sind im Text defi-
niert. Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf die Nummer des
im Literaturverzeichnis aufgefihrten Werkes. Zahlen in runden

Klammern verweisen auf die Abschnitte des Textes.



Kapitel I
PERMUTATIONSGRUPPEN VOM RANG 3

§ 1 Einige Eigenschaften transitiver Permutationsgruppen

(1.1) Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf der endlichen
Menge Q. o und B seien aus Q. G wirkt auf OxQ vermdge (a,B)g =
7,8%). Eine Bahn A von G auf 0xQ , d.h. A = {(a,8)° |g e G} fur
ein (a,B) € OxQ heiBt ein Orbital von G. Da G transitiv auf Q wirkt,
ist I = {(a,a)| o € @} immer ein Orbital von G.

Fir ein o €  bezeichnet Ga den Stabilisator des Punktes a in G. Ist
A ein Orbital von G, so ist A(a) = {B & Q[(a,B) € A} eine Bahn von
G, auf @ und es gilt fir alle g & G: (A@))? = A( «9). paraus er-
gibt sich, daB die Abbildung ( A ¥ A(d)) eine Bijektion der G-Orbi-
tale auf die Ga-Bahnen auf Q ist. Insbesondere ist also die Anzahl
der G-Orbitale gleich der Anzahl der Ga—Bahnen auf Q.

Sei A ein Orbital von G. Dann ist auch A' = {(B,a)|(c,B) €A} ein
G-Orbital und A'(a) = {8 € 2| (a,8) € A' } eine Bahn von G . Da

G auf § transitiv wirkt, kann man A' (o) auch so schreiben:
-1
A @) ={a9eq] o €A(@)}. A und A", bzw. A(a) und A'(a) heiBen

gepaarte Orbitale bzw. gepaarte Ga—Bahnen.

Lemma 1.1 ([9], $.99)
Ein Orbital A von G ist entweder symmetrisch, d.h.

A = A' oder asymmetrisch, .d.h. A N A' = @ .

Beweis: Sei An A' # @ und A # I (I ist symmetrisch). Dann existie-
ren (a,B),(B,0) € A mit o« # B. Sei (y,8) € A. Da A ein Orbital ist,
gibt es g,h in G mit (o,B) = (Y,S)g und (B,a) = (a,B)h. Also ist

= (6,Y). Folglich gilt A = A'.Q

Diese Aussage gilt analog fur Ga-Bahnen.



(1.2) Uber die Existenz symmetrischer Bahnen gibt folgendes

Lemma Auskunft:

Lemma 1.2 Ga hat genau dann eine von {0} verschiedene mit sich

gepaarte Bahn, wenn die Ordnung von G gerade ist.

Beweis: [25], S5.45

(1.3) Sei £ ein nichttriviales Imprimitivititsgebiet der Wirkung
von G auf @, o sei aus £. Ist nun B € I, B # o, dann gibt es genau
eine Bahn A(c) von Ga mit B € A(a). Annahme: A(a) & I. Sei also
y€A(a), aber vy ¢ Z. Da B und vy in A(a) liegen, gibt es ein g & Ga
mit Sg = y. Da ad = a gilt, ist $9A ¢ # @, also 9 = 3.
Andererseits ist B € £ und Bg =‘Y¢2L also ist &9 # I— Widerspruch.

Also ist A{a) € Z und es gilt

Lemma 1.3 Sei I ein nichttriviales Imprimitivitdtsgebiet der
transitiven Wirkung von G auf Q, o € L.
Dann ist I Vereinigung von Ga-Bahnen, von denen minde-=

stens eine von {a} verschieden ist, also I = {a}wvA(a)v ...

(1.4) Die Anzahl der G-Orbitale bzw. der Ga—Bahnen auf Q heiBt der
Rang der Permutationsgruppe G. Diese Definition ist sinnvoll, da
wegen der Transitivitdt von G die Anzahl der Ga—Bahnen unabhéngig
von der Wahl von o in O ist.

Far ]Q[ > 1 ist der Rang einer auf Q transitiven Permutationsgruppe
stets > 2, denn {o} ist immer eine Bahn von G, -

Ist der Rang von G = 2, so ist Ga transitiv auf Q@ N{a}, d.h. G ist

zweifach transitiv auf Q.



§ 2 Permutationsgruppen vom Rang 3

Im folgenden sei G stets eine Permutationsgruppe vom Rang 3 auf &,
lQ| = n. Der Stabilisator Ga eines Punktes o in { besitzt also genau
drei Bahnen auf @, die mit {al}, A(a) und T(a) bezeichnet werden.
Sei k = lA(a)l und 1 = If(a)i; es ist alson =k + 1 + 1.
(2.1) Aus Lemma 1.2 ergeben sich fir Rang-3-Gruppen sofort fol-
gende Eigenschaften:
Lemma 2.1 ([11], Lemma 3)
(a) Ist |G| ungerade, so gilt:
A' (o) = T(a),I'(a) = A(a), n = 2k + 1 und
o € A(B) genau dann, wenn B8 & T (a).
(b) Sei |G| gerade. Dann gilt:
A'(a) = A(a), T'{a) = T(a) und o € A(B) impliziert,
daB B € A(o). Ebenso folgt aus o € T'(B), daB
B € T'(a) ist.

(2.2) Aussagen Uber die Durchschnitte von Bahnen liefert

Lemma 2.2 ([11], Lemma 2)
Unabhédngig von der wahl von o,B € 2, gibt es Zéhlen AU
mit$

(a) e Aa)

e I'(a)

Ist IGI ungérade, 50 ist A:= q.

| A n )] = {;‘fﬁr

W ™

(b) . B e T(a)

= |2
,u[ T()nTeR) | = {u FAT 5 O Ay’

wobei A =1 -k +pu-1, u=1-%k+ A+ 1 gilt,
falls iGIgerade ist. Ist lG|~ungerade, so ist

T:E:A:u. -

Beweis: (a) Seien B,y e‘A(a) beliebig gewdhlt. Dann existiert ein

g e G, sodaB (£8)% = A(y). Folglich ist A(@) n AlY) = &) n(AENT,
was wiederum gleich (A(oc)g N A(B))g ist. Da g_le Ga,folgt:

M) A AY) = (A(e) n AN Y. Nun ist [a(@) n A | = |(a(0) A (BN T,
also auch |A(a)n A(B)] = |a(a) A A(y)| =.A. BAnalog zeigt man die
Aussage fir B € T'(a). Ist ]G| ungerade, so folgt aus 2.1, daB A = u
gilt. '

(b) ergibt sich sofort aus (a).lU



(2.3) Kriterien fir die Imprimitivitdt einer Rang-3-Gruppe gibt

Lemma 2.3 ({11}, Lemma 4).

Lemma 2.3 Folgende Aussagen sind dquivalent
(i) G ist imprimitiv und k < 1.
(ii) Ga # GT(a)
(iii) T(a) = T(B) fir ein o # B.

Die Bquivalenz von (i) und (ii) bedeutet, daB Imprimitivit&tsge-
biete von G gerade die Mengen der Form {o} v A(a) sind und daB

k+1 | nund k < 1 gilt.

Beweis: (i) - (ii):

Sei I ein nichttriviales Imprimitivitdtsgebiet und a € I. Entweder
gilt £ = {a} v A(a) oder £ = {a} v I'(a). Ist das zweite der Fall,
so folgt 1 + 1[‘n, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Es gilt also £ = {a} v A(a). Da G transitiv ist, gibt es ein g & G
mit a7 € A(a). Also ist ({a} v A(@) )9 = ({a} v A(@) ), d.h.
geG{a} v A) aber g £ Gu' Da Ga < G{Va}UA(a)' folgt

Gy < Catua = Cr-
(ii) + (i) und (ii) - (iii):

9

Da Ga < G , existiert ein g € G mit o # o € A(a), also ist

I'(a) I'(a)

transitiv auf {o} U A(a). Wegen G, < GP(a) =Gt u Ala)

GT(G)
ist {a} v A(a) Imprimitivitdtsgebiet, also gilt (i).

Es ist o € Ala), also ({a} v A(oa))g = {a} U A(a), also ist
(r@))? =rw@?) = r) und a? # o , also gilt auch (iii).
(iii) » (ii): ‘

Sei I'(a) = T'(B) fir o # B. Angenommen es ist Ga = , dann ist

GF(a) .
{B} , so ist GF(a) = G{G,B}

{8} = T'(R), was die Annahme

=G

G Ist nun A(o)

=G =G .
a I'(a) I'(B) B
Dies kann nicht sein, also gilt: 'T'(a)

widerlegt, denn {B} # T(B).Q

(2.4) Aus Lemma 2.3.folgt ([11], S.147):

Lemma 2.4 (a) Ist Ga und A(a) = A(B), so ist a= B.~

= G
Aa)

(b) Ist G imprimitiv, dann gibt es genau eine Zerlegung
von Q in BlGcke und G wirkt auf diesen zweifach
transitiv.

(c) Eine Rang-3-Gruppe ungerader Ordnung ist primitiv.



Gyr) = Cacay = Gg- D2 Ala) = A(B) gilt,

ist 8 ¢ A(a). Annahme: B € T'(a). Da G, auf T'(a) transitiv wirkt,

Bewelis: (a) Es ist Ga =

gibt es fir alle vy € T'(a), vy # B, ein g € Ga’ so daB vy = Bg. Da

G =G, , ist g € G also ist y= Bg =R , was im Widerspruch zu

o B B’
Y # B steht. Also gilt a = B.

(b) Sei G imprimitiv. Annahme: Ga # GA(u) fir o € Q . Dann ist
G

0 = GA(a) Ala)
({a} u A@))? = {8} U A(a) und B # a, was einen Widerspruch dazu

und es existiert ein g € G mit B = o9 # a. Dann gilt
darstellt, daB {a} v A(a) Imprimitivitdtsgebiet ist. Also gilt
Ga = GA(a) und wegen (a) ist die Zerlegung von { in Bldcke eindeutig.
G ist transitiv auf den Mengen {a} U A(a). Betrachte die Wirkung

von G auf den von {a} v A(a) verschiedenen Imprimitivit&dts-

{a} v A(a) »
gebieten. Da diese der Form {8} v A(B) mit B € T(g) sind und

< c L . . .
Ga ==G{a} U Aa) transitiv auf T'(a) ist, folgt die Behauptung
(c) Ist |Gl ungerade, so ist 1 = k. Ist I ein Block von G, so ist
|2| ein Teiler von [Q|. Nach (2.2) ist £ = {a} u A(a) flr ein o € Q,
d.h. |2] = k + 1. Aber k + 1 teilt || = 2k + 1 nicht. Also ist

G primitiv.a

Weitere Aussagen ﬁber'Rang-3-Gruppen, insbesondere Beziehungen
zwischen den Parametern k,1l1,A und u gewinnt man, wenn G als Auto-
morphismengruppe sogenannter Rang-3-Graphen betrachtet wird. Dies

ist Gegenstand des ndchsten Paragraphen.



§ 3 Streng reguldre Graphen und Rang-3-Gruppen

Jede Rang-3-Gruppe G bestimmt in natiirlicher Weise einen Graphen,
auf dem G als Automorphismengruppe operiert. Diese Rang-3-Graphen
sind streng reguldre Graphen, deren Untersuchung eine ndhere Be-
stimmung der Parameter einer Rang-3-Gruppe bzw. eines Rang-3-
Graphen, sowie eine graphentheoretische Interpretation dieser Para-

meter erlaubt.

(3.1) Zundchst einige Definitionen.

Sei § # @ eine endliche Menge, £ ¢ OxQ° (I = {(a,a)] o« € Q}) eine
Relation. Man definiert den Graphen Gf = (Q,f) mit Q als Ecken- und
f als Bogenmenge. Ein Graph Gf heift gerichtet oder Digraph, wenn

f antisymmetrisch; und ungerichtet, wenn f symmetrisch ist. In
letzterem Fall sind zwei Ecken immer durch zwei entgegengesetzte
Bdgen verbunden, die Kanten des Graphen.

Ein Untergraph von ist ein Paar (2,,f,) mit @, € Qund £, = £
£ 1°71 1

1 Y/

- 1
Das Komplement des Graphen Gf ist der Graph Gf = GE mit

£ = QxQN(f VI).

Ein Graph Gf heiBt zusammenhdngend, wenn von jeder Ecke o € 2 ein
Weg zu jedem anderen Punkt B € existiert, d.h. wenn es éine Folge
g = @, A1y A2reve., @ = B von Punkten gibt,'so daB fir alle
i=0,1,...,n-1 gilt: (ai, ai+1) e f

(a ) mit a =1 falls (a,B) €¢ £ und a =0

£ o, a,B o, 8
falls (o,R) € £ ( fir o,B € Q) heiBt die Adjazenzmatrix des Graphen.

Die Matrix A

Ein Automorphismus g des Graphen Gf ist eine Permutation der Punkte
von @, fir dié gilt: (o,B) € f genau dann, wenn (a9,8%) e f.

Ist g eine Permutation der Punkte von Q und P die zugehdrige
Permutationsmatrix, so gilt: g ist genau dann ein Automorphismus
des Graphen, wenn PAf = AfP gilt.

Die Menge der Automorphismen eines Graphen bildet eine Gruppe, die
Automorphismengruppe des Graphen.

Fir eine gegebene Ecke a heiBt |{8| (a,B) € £}| die Valenz von a.
Der Graph Gf heiBft reguldr, wenn jede Ecke dieselbe Valenz hat, was
gleichbedeutend ist damit, daB die Adjazenzmatrix A_ konstante Zei-

£
lensumme hat.



Definition 3.1 Ein ungerichteter Graph (j mit n Ecken heiBt

streng reguldr, wenn er folgende Bedingungen erfdllt:

(1) G ist reguldr mit der Valenz k, O< k< n-1.

(ii) Die Anzahl )X der Dreiecke in G, die eine gegebene
Kante enthalten, ist unabhdngig von der Wahl dieser Kante.
(iii) Die Anzahl u der Wege der Lange 2, die ein gegebe-
nes nichtbenachbartes Eckenpaar verbinden, ist unabhdngig

von der Wahl dieses Paares.

(3.2) Sei G eine transitive Permutationsgruppe auf Q, Q # @.

A sei ein Orbital von G, A # I. GA ist dann offensichtlich ein Graph,
ndmlich (Q,A). Aus den Graphen GA flir die Orbitale A # I von G er-
geben sich Aussagen tber die Gruppe G. Insbesondere ist flir unseren

Zusammenhang folgendes Lemma interessant:

Lemma. 3.2 Die transitive Permutationsgruppe G ist genau dann
primitiv, wenn GA fiir alle Orbitale A # I ein zusammen-

hédngender Graph ist.

Beweis: [lo] , S.142.

(3.3) Wir betrachten nun im speziellen eine Permutationsgruppe G

vom Rang 3 auf @ mit den Orbitalen I, A, T. Wie oben sei fir ein

aeQ: |2 =n, |A@] =k, [T(@)] = 1.

Ist [G| gerade, so sind die beiden nichttrivialen Orbitale symmetrisch,
GA ist also ein ungerichteter Graph; GF ist der zu GA komplementdre
Graph. GA.heiBt Rang-3-Graph.

GA (und jeweils analog Grmit den komplementdren Parametern k = 1,

1=k, A, ﬁ) hat folgende Eigenschaften:

(1) GAist reguldr, denn fir alle ae€Q ist [A(a)| = k,GA hat also die
Valenz k.
(ii) Ist B e A(a), so sind o 'und B verbunden und|A(a) A A(B)| = A

ist die Anzahl der Ecken, die sowohl mit o als auch mit B verbunden
sind, also die Anzahl der Dreiecke, die die Kante (o.,8) enthalten.

A ist nach (2.2) unabhdngig von der Wahl von o und B. ‘

(iii) Ist B € T'(a), so sind & und B nicht Verbunden.[A(a)r\A(B)l =1
ist dann die Anzahl der Ecken, die mit o und mit B verbunden sind,
also die Anzahl der Wege der Lange 2 von o nach B..Wieder ergibt
Lemma 2.2, daB u unabhdngig von der Wahl von zwei nicht benachbar-

ten Punkten ist.



Kurz: G wirkt nach Konstruktion als transitive Automorphismen-
gruppe auf GA’ Da G transitiv auf den Ecken wirkt und Kanten er-
halt, ist GA reguldr, und da G transitiv auf den Paaren benachbar-
ter und nichtbenachbarter Ecken, ndmlich den beiden Orbitalen A und

I' , wirkt und Kanten erhdlt, ist GA streng regulér.

GA und GP bilden also ein Paar komplementdrer streng reguléirer

Graphen. Jeder Rang-3-Graph ist ein streng reguldrer Graph. Umge-
kehrt ist ein streng reguldrer Graph, dessen Automorphismengruppe
transitiv vom Rang 3 auf den Ecken des Graphen wirkt, ein Rang-3-

Graph. (Dies ist nicht immer der Fall, siehe (4.2).)

(3.4) Zur Bestimmung der Beziehungen der Parameter k, 1, A, U,
sowie weiterer Parameter von streng reguldren resp. Rang-3-Graphen
betrachten wir folgende Situation: Sei GA= (R,4) ein streng regu-
larer Graph, I die Menge der nichtbenachbarten Eckenpaare, so daB

AUl = QxQ-I ist. Dann ist E; = (§3,. Fir ein a e sei A(a)={8[(a,8)eA} -

und [A(a) | = k. Sei T(a) = {sl(a,;g) €T} und |T(a)| =1,

0l =n'=k + 1 + 1.

Man sieht sofort, da8 O < A < k-1, O < u < k und k-p < 1-1 gilt.
Sei nun A = AA die Adjazenzmatrix vonGA, B = BP diejenige von GP'
I sei die Einheitsmatrix vom Format (n X n), J die quadratische

Matrix vom Format (n X n), die Ulberall den Eintrag 1 hat.

Lemma 3.3 ([lo], S.144) Dpann gilt:
(a) I +A+B=2J
(b) Die Zeilensumme von A ist k, die von B ist 1.

(c) B2 = (A - WA - (k - WI =y

Beweis: (a) und (b) folgt aus den Definitionen. Zum Beweis von (c)

betrachtet man A2 = ( Y. a ist die Anzahl der Wege der Lénge 2

%a,8’" %a,8
14 14
in GA von o und B. Also ist A2 = AA + uB + kI. Mit (a) und (b) er-

gibt sich dann (c¢).0

Lemma 3.4 ([lo], S.145)
Es gilt k(k - A - 1) = ul

Beweis: Sei a ¢ Q.und sei S #{Yldie Distanz von o und y ist 2}. Dann
ist einerseits fir Be€A(a): |I'(a) n AB)] =k =1 -1, also gilt
Is] = |AG@) |-k = A -1) =k(k - A - 1).



Andererseits ist fir B e T'(a): ]A(a) n A(B)[ = u, also ist
lS| = lP(a)lﬁ = pl. Da dies unabhdngig von der Wahl von o ist,
gilt die Behauptung.d

(3.5) Der streng reguldre Graph G heifit primitiv, falls G und G
zusammenhdngend sind. Ist G ein Rang-3-Graph, so stimmt diese Defi-
nition nach (3.2) gerade mit der Primitivit&t der Gruppe G lber-

ein. Es gilt nun

Lemma 3.5 ([io], S.145)

(G ist genau dann primitiv, wenn u # O,k ist.

Beweis: DafB G genau dann zusammenhdngend ist, wenn u # O ist, er-
gibt sich unmittelbar aus der Definition von u. G ist offenbar ge-
nau dann zusammenhdngend, wenn ﬂ # 0 ist. Da ﬁ =1-k + A + 1 gilt,

ist dies genau dann der Fall, wenn u # k gilt.0

Die Betrachtung der Eigenwerte der Adjazenzmatrix A von G ergibt
weitere Parameter des streng reguldren Graphen.

Wegen a2 - (A = WA - (k - W)I = uJ erfillt A das Polynom

(X - k) (X2- (A = W)X - (k = w)) = 0. Demzufolge hat A die folgenden
drei Eigenwerte:

K, s =30 -u+ /@, t =300 -u - /D, wobei d = (A - W2 4(k - W)
ist.
‘Da fir die Adjazenzmatrix B von G'die Aussage von Lemma 3.3 fir

X, ¥, und k erfiillt ist, ergibt sich

E,E=%(u—x—2i\/5) und s +t =t + s = -1.

Es sollen nun die Vielfachheiten der drei Eigenwerte von A berechnet

werden. Sei f1 die Vielfachheit von k, £

von t. (s. [lo], S.145f)

diejenige von s und £ die

2 3

Ist G zusammenhdngend, so ist A eine unzerlegbare nichtnegative Ma-.
trix, Ware né&mlich A zerlegbar, so existierte einé Permutationsma-
trix P mit
A (0]
-1 (1.
P AP =
A A
2

) (Rahmen A,> 1ix1 fir i=1,2,3)
3 al

Dann wdre G nicht zusammenhdngend, denn A ist symmetrisch.

Da |s|, |t| < k sind, ist nach dem Theorem von FROBENIUS-PERRON
k einfacher Eigenwert von A. Ferner gilt in diesem Fall:

n=1+ f2 + f3 und da die Spur von A = O ist!O0 = k + sf2 + tf3 .



Daraus ergibt sich:

(n - 1)t + k (n - 1)s + k

e S und £y = oo ’
also . . _ G+ DO )+ 2 F /Al + 1)
203 T 2/a
%2 = f3 und‘f3 = f2 sind die entsprechenden Vielfachheiten dek

Eigenwerte g, t der Adjazenzmatrix B von G.

Ist G nicht zusam@enhéngend, dann ist 4t = O und A = k - 1, also

ist s =k und t = -1.

1 .
= = - f - 1 llt.
Daraus folgt, daB f2 —— und f3 n 5 g

(3.6) Das 9-Tupel (n,k,l,A,u,s,t,fz,fB) nennt man die zu G ge-
hérige Parametermenge. Ist G ein Rang-3-Graph und wirkt G vom
Rang 3 auf den Ecken von G, so heifit es auch Parametermenge der

Rang-3-Gruppe G.

Wir erhalten nun
Satz 3.6 ([11], Lemma 7)
Ist |G| geiade, dann gilt entweder
(I) k=1, u=XA+1-= g'fz = f3 = k oder
(IT) d = (A - w2 + 4(k - u) ist ein Quadrat und
(i) ist n gerade, so ist Yd ein Teiler von
(2k + (A - u)(k + 1), aber 2/d nicht.
(ii) ist n ungerade, so gilt

24d |2k + (A -up) (k + 1)).

Beweis: (I) Sei d kein Quadrat. Da f, und £, in / sind, muB gelten:

2 3
2k + (A - w(k + 1) F /d(k-+ 1) € 7 .Dpa/d el) und
F 2/ |

2k + (A - u)(k + 1) e / gilt, folgt:

2k + (A - W (k + 1)
Ja € / genau dann, wenn 2k + (A - u)(k + 1) = O,

Da 2k > 0, (k + 1) > O muB gelten:\ - u< O, also p > A. Ferner ist

(2+A-wk=(u=-2A)1l.Dap>xr folgt 2 + X -y >0, also

MW <A+ 1. Also ist y = A + 1. Daraus folgt O = 2k + (A - ) (k+l) =
2k -k - 1=k ~1, also ist k = 1. Daraus folgt der Rest von (I).
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(II) Sei nun d einMQﬁédfat.

(i) Ist n gerade, so ist k + 1 ungerade. Also gilt 2/5-* Yd(k + 1).
X f3 ganze rationale Zahlen sind, muB gelten: 2V/d teilt

(2k + (A - u) (k + 1) nicht, aber Yd teilt diese Zahl.

Da f

(ii) Ist n ungerade, so ist k + 1 gerade. Also gilt 2Vd |vYd(k + 1),
also auch 2/d 2k + (A - W (k + 1)).0

Bemerkungen zu Satz 3.6:

(a) Ist |G| gerade und £ = f3, so gilt Fall (I) des Satzes. Denn

2

ist f2 = f3, so ist (ki+ 1)(A = u) + 2k = O. Beweisteil (I) zeigt,

daB dann k = 1 und gy = A + 1 gelten muB. =
-1 +
(b) Im Fall (I) gilt auBerdem: n =1 + 4y, d = n, s,t = —i—é——gu

Denn: k = 2y und n = 1 + 2k, alson = 1 + 4u. Dann ist
d=(A=-XA-1)24+4Q2u-yu) =1+ 4y = n und
(A = u) +vVa -1 + /n

st = 2 - T2 ¢

(c) Im Fall (II) sind die Eigenwerte von A ganze rationale Zahlen.

(A - u) +vd
2

und vd. Also ist ((A - p) + Yad) gerade, also s € /.

Grund: Es ist s = . Ist (A - u) ungerade, so auch d

Ist (A -~ u) gerade, dann ist 4 Teiler von (A - u)z, also auch von
d, d.h. 2 teilt ¥Yd. Also ist 2 auch Teiler von ((A - H) + Yd). Ist

nun s € Z, dann auch t.
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§ 4 Beispiele von Rang-3-Graphen

(4.1) Die einzigen bekannten Beispiele flir streng reguldre Graphen,
die Fall (I) von Satz 3.6 erfillen, sind Rang—-3-Graphen vom Singer-
Typ und drei weitere Beispiele mit n = 72, 232 und 472 ﬁo].

Der Graph G heiBt vom Singer~-Typ, wenn er zu folgendem Graphen S
isomorph ist: die Eckenmenge von S sind die Elemente von GF(pn)
(dabei ist p eine Primzahl und n, m natlirliche Zahlen, so daf

pn = 4m + 1 erfillt ist). Zwei Ecken in § sind genau dann benach-
bart, wenn ihre Differenz ein Quadrat # O in GF(pn) ist.

Die additive Gruppe M = (GF(pn), +) wirkt reguldr auf Q = GF(pn)
vermbge ad = o + g fir o € Q und g € M. GF(pnf = GF(pn)‘\{o} ist
als multiplikative Gruppe zyklisch, es gibt ein j in GF(pnf, mit
<j> = GF(pnf . Die zyklische Gruppe :<ﬁ2> der Ordnung 2m wirkt

auf Q vermdge ug = qg fir a € Q und g & <j2>. Die Gruppe G, die von
den Wirkungen von M und <j2> auf Q erzeugt wird, das semidirekte
Produkt M<j2> wirkt transitiv auf Q. Der Stabilisator des Punktes O
in G ist <j2> und hat 3 Bahnen auf : {0}, die Quadrate von GF(pn)
und die Nichtquadrate von GF(pn). Die Rang-3-Gruppe G definiert auf

natlirliche Weise einen selbstkomplementdren Graphen S vom Singer-

Typ.[lZl.

(4.2) Aus der Vielzahl der unendlichen Familien von Rang-3-Gruppen

sollen hier zwei einfache Beispiele geniigen.

(a) (Siehe [9], s.108)

Sei Q die Menge der 2-elementigen Teilmengen von I = {1,2,...m},
m > 4. Die symmetrische Gruppe Sm und die alternierepde Gruppe Am
sind 2~transitiv auf I, also transitiv auf Q. Sei G = Sm oder Am.

Ist o = (a,b) € 2, so hat Ga genau 2 Bahnen auf @ N\ {a}, n&mlich

Aa) = {(c,d | c,d # a,b} und

T(a) = {(a,c) | c#a,b} v {(,c) | ¢ # a,b} .

GA:hat  als Eckenmenge. Ein (a,b) € Q ist genau dann mit einem von
(a,b) verschiedenen (c,d) €  verbunden, wenn {a,p} A {c,a} = ¢
gilti

GAuhat folgende Parameter:

(3) %= () o2

(m-2) (m-5) + 1, s

1]
]

n 2(m-2), A = %(m~2)(m—7) + 3,

_ I S = m -
1, t = -m + 3, f2 =3 m(m-3), £_. =m 1.

HE2
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Sm ist die Automorphismengruppe von GA und fr m > 4 primitiv.
Fir m = 5 ist GA der wohlbekannte Petersen-Graph mit den Para-

meternn = 1o, k=3, 1 =6, A =0, u=1, s =1, t = =2, f2 =5

und f3 =

(3,4) » (3,5)

(2,5) _ (1,4)

Abbildung 1: Der Petersen-Graph

Das Komplement GP von GA ist fir alle m > 4 der Kantengraph von
Km' dem vollst&ndigen Graphen mit m Ecken. Fir m # 8 ist GP durch

die Parameter

m m-2
n=(2),k=2(m—2),l=(2},)\=m—'2,u=4,
s=m4, t = -2, f2 = m-1, f3 =3 m-(m-3) eindeutig bestimmt.

Fir m = 8 gibt es noch genau drei weitere Graphen, deren Auto-

morphismengruppe intransitiv ist. [10], S.154,

(b) (Siehe [9], s.109)

Sei Q die Menge der geordneten Paare von {1,2,...,m}, m > 2 und

G das Kranzprodukt Sm‘gs2 der symmetrischen Gruppen vom'G;ad m und 2.
Jedes Element von G kann eindeutig geschrieben werden als (m,p;T),

wobei WADGSm und T & S, sind. G wirke auf Q vermdge

2

(m,p57)  _ T Py

(ar(l) ,aT(Z) . ( (al,az) € Q)

(al.az)
Der Stabilisator eines Punktes a = (al,az) in G hat dann 3 Bahnen
auf Q, namlich {a}, A(a) = {(bl,bz)l (b, /b)) e~ {a} und b, = a

oder b, = a2} und T(a) = @\ { A(a) v {a}}.

1
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Der Graph GA hat die Eckenmenge {. (al,az) € Q ist genau dann mit
(bl’b2) verbunden, wenn entweder a1 = b1 oder a2 = b2 gilt.
GA ist der Gittergraph (auch Lateinisches-Quadrat-Graph) LQ(m) der

Ordnung m mit folgenden Parametern:

n=m?, k=2(m1), 1= (o121 =n2, u=2,s=mn2 t=-=-2,
£, = 2(m-1) und £, = (m-1)2.

Fir allem > 2, m # 4 ist GA durch diese Parameter eindeutig be-
stimmt. Fir m = 4 existiert noch ein weiterer Graph, der keine

transitive Automorphismengruppe besitzt. [Io], S.154.

(4.3) Rang-3-Gruppen vom Grad k? + 1 (siehe ﬁl], S.150f)

Sei G eine primitive Rang-3-Gruppe und k > 1. Dann ist u # O

und wegen (3.4) ist 1 = ﬁ k (k - A -1). 1 ist alsb flir gegebenes
k genau dann maximal, wenn u = 1 und A = O gilt. Dann ist 1=(k-1)k.
Der maximale Grad der Rang-3-Darstellung von G ist filr gegebenes k
also n = k2 + 1.

Sei andererseits G eine transitive Rang-3-Gruppe vom Grad k2 + 1.
Dann ist nach (3.4) p = 1 und X = 0O, also ist G primitiv.(k > 1).
Flir Rang-3-Gruppen vom Grad n = k2 + 1 gilt folgender Satz:+t)

satz 4.3 ([11] , Theorem 1)
Ist G eine transitive Rang-3-Gruppe vom Grad n'= k2 + 1,

k die Ldnge einer Ga-Bahn, so ist n =5, 10, 50 oder 3 250.

Bewelis:
1G| ist gerade, denn andernfalls wdre A = %(k - 1), nach Voraus-—
setzung gilt hier aber A= O. Nach (3.6) sind nun zwei Félle zu

unterscheiden :

+) Ist G ein zusammenhdngender Graph mit Durchmesser < d (d.h. das
Maximum der Eckenabstédnde in G ist kleiner gleich d) und maximaler
d-1 .
Valenz k, dann hat G héchstens 1 + I k(k—l)l Ecken. Graphen, fir
i=0
die Gleichheit in dieser Aussage gilt, heiBen Moore-Graphen, sind
reguldr von der Valenz k und haben Taillenweite 24 + 1 (d.h. die
Linge des kiirzesten Kreises in (J ist 24 + 1). Unter der Voraus-
setzung, daB G ein Moore-Graph mit Durchmesser;§= 2 und Valenz k
ist, haben HOFFMAN und SINGLETON [13] schon 1960 die Aussage von
Satz 4.3 gezeigt: k ist dann 2,3,7 oder 57 und in jedem der Falle
k = 2,3,7 ist (§ bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
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(I) Ist k =1, so ist k + 1 = k2 =2k, alsok =1=2undn=>5

(II) d = 4k - 3 ist ein Quadrat, sei t = vd.
Dapy=1und A =0 und k + 1 = k? gilt, ist f. + £_ = k2. Ferner:

2 3
2k = (1 + t)k? 2k - (1 - t)k?
S e 2t
2
. - - w2 _ ; = k2 - St +3
Also gilt ,t(fz f3) k 2k. Mit f3 k f2 und k 2

folgt fir t: > + t* + 6t3 - 2t2 + (9 -32£,)t - 15 = 0.
Also ist t Teiler von 15, d4.h. t € {1,3,5,15}.

Ist t = 1, so ist k = 1, dieser Fall entfdllt also.
Ist £t = 3, so ist k = 3 und n = 10.

Ist £t =5, so ist k = 7 und n = 50.

Ist £t = 15, so ist k = 57 und n = 3 250.0

Bemerkung zu Satz 4.3:

"Solche Gruppen vom Grad 5, 10 und 50 existieren.

"(a) Die Diedergruppe D o hat eine solche Darstellung vom Grad 5.

Sei @ die Menge der Ecien des regelmdfigen Filinfecks im Einheits-
kreis, darauf hat D10 die gewilnschte Darstellung auf natirliche
Weise. ‘

(b) Die‘alternierende und die symmetrische Gruppe vom Grad 5 wirken
vom Rang 3 auf den 2-elementigen Teilmengen einer Menge der Machtig-
keit 5. (Siehe (4.2))

(c) Die PSU(3,52) und ihre Automorphismengruppe haben eine Rang-3-
Darstellung vom Grad 50. Aut(PSU(3,52) ist die Automorphismengruppe
des Hoffman-Singleton-Graphen. [2]

(d) ASHBACHER [ﬂ hat bewiesen, daB es keine Rang-3-Permutations-

gruppe vom Grad 3 250 mit Subgraden 57 und 3 192 gibt.

(4.4) Far die klassischen einfachen Gruppen wurde die Existenz
einer ganzen Reihe von Rang-3-Permutationsdarstellungen und ent-
sprechender Rang-3-Graphen gezeigt. Einen Uberblick findet man in
[14]. Als Beispiel betrachten wir folgende Konstruktion:

BOSE und CHAKRAVARTI betrachten in [3] und [5] eine nichtausgeartete
Hermitsche Varietéat V2 im projektiven Raum PG(3,q2), d.h. die Menge
aller absoluten Punkte in PG(3,q2) bezliglich einer Hermitschen Form
vom Rang 4. Im Fall g = 2 ist V2 die kubische Fléache ”.TQ,“

xo3w+ x13 + x23 + x33 = 0 in PG(3,4) mit 45 Punkten und 27 Erzeu-

genden (womit die Geraden von PG(3,4) bezeichnet werden, die ganz
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in V2 enthalten sind). Auf jeder Geraden der kubischen Fl&dche lie-
gen 5 Punkte und durch jeden Punkt gehen 3 Geraden. Da durch jeden
Punkt einer Geraden 2 weitem Geraden gehen, schneidet sich jede
Gerade mit 10 andern Geraden. Von diesen schneiden sich wieder je-
weils zwei. Jede Gerade ist also Seite von 5 Dreiecken, von denen
es insgesamt 45 gibt.

In [5] wird gezeigt, daB der Graph G bestehend aus den 27 Geraden
in V2 als Ecken, die genau dann verbunden sind, wenn sie sich
schneiden, streng reguldr mit folgenden Parametern ist:

n=27, k=1, 1 =16, A =1, u = 5.

Mit (3.6) berechnet man s =1, t = -5, f2= 20 und f3 = 6.

Der Graph (J wird als Schlafli-Graph bezeichnet.

Die Automorphismengruppe dieses Graphen enthdlt die PSU(4,2%),

die V2 festldBRt, folglich transitiv auf den Erzeugenden wirkt und
Kanten in (§ erhalt [10].

Unter Zuhilfenahme einer Liste der 45 Dreiecke in der~kubischen
Flache +) kann man die folgende Adjazenzmatrix des Schlafli-

Graphen leicht berechnen:

+) "Steiner a fait connaitre [J.Steiner, Uber eine besondere Curve
dritter Klasse und vierten Grades, Crelle Journal 53 (1857), 231 -
237] (Journal de M. Borchardt, t.LIII) les theorémes suivants:
Toute surface du troisiéme degré contient vingt~sept droites. L'une
quelcongue d'entre elles, a, eu rencontre dix autres, se coupant
elles-mémes deux 4 deux, et formant ainsi avec a cing triangles.
Le nombre total des triangles ainsi formés sur la surface par les
vingt-sept droites est de quarante-cing. Si deux triangles abc,
a'b'c' n'ont aucun cbté commun, on peut leur en associer un
troisiéme a"b"c" tel que les cStés correspondants de ces trois
triangles se coupent, et forment trois nouveaux triangles aa'a”
bb'b", cc'c”. Les trois triangles associés abc,a'b’'c’, a"b"c"
s'appellent le triédre de Steiner. D'aprés cela, désignons par les
lettres a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, k, 1, m, n, p, g, r, 8, t, u,
m', n', p', qg', r', s', t', u' les vingt-sept droites: on formera
sans peine le tableau suivant des quarante-cing triangles, oud la’
désignation des droites reste seule arbitraire:

abc, ade, afg, ahi, akl,

bmn, bpg, brs, btu,

cm'n', cp'g', cr's', ct'u’,

dmm', dpp', drr', dtt',

enn', eqq’', ess', euu’,

fmq', fpn', fst', fur’,

gnp', ggm', gru', gts',

hms', hrn', hgt', hup’,

inr', ism', itq', ipu’,

kmu', ktn', kqr', ksp',

Int', lum', lrq', lps'." ([17],s.316)
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- 18 -
§ 5 Rang-3-Erweiterungen

(5.1) Sei H eine endliche abstrakte Gruppe. Die endliche Gruppe G
heifft Rang-k-Erweiterung von H, wenn G eine transitive Permutations-
darstellung vom Rang k auf einer endlichen Menge { besitzt, so daR
Ga = H fir ein a & gilt. In diesem Paragraphen sollen Rang-3-Er-

weiterungen diskutiert werden.

Bisher gingen wir von einer Rang-3-Permutationsgruppe G auf der
Menge ) aus und konstruierten Graphen, auf denen G als Automorphis-
mengruppe wirkt. Zur Konstruktion dieser Graphen war nur die Kennt-
nis der Wirkung eines Punktstabilisators auf @ notwendig. Nun ist
das Ziel, von einer abstrakten Gruppe H ausgehend einen Graphen G
zu konstruieren, so daB die Automorphismengruppe von G eine Rang-3-

Gruppe G auf  enthdlt, die Ga = H (fir o€ Q) erfillt.

Um zu kldren, welche Probleme hierbei zu l&sen sind, gehen wir noch-
mals von einer Rang-3-Gruppe G auf Q aus und betrachten die Wirkung
von Ga auf . Betrachtet man die beiden Untergraphen von GA' die
aus den Punkten von A(a) bzw. T'(a) und den zwischen diesen Punkten
jeweils vorkommenden Kanten bestehen, so ist G eine punkttransi-
tive Automorphismengruppe dieser beiden Unterggaphen..Zudem ist
Ga offenbar intransitive Automorphismengruppe auf dem von

A{ay v T(a) auf GA induzierten Untergraphen. Fir ein g € Ga und
eine Kante (B,y) mit B € A(a) und vy € T'(a) gilt also, daB (Bg, Yg)

auch eine Kante in GA ist.

Sei nun die abstrakte Gruppe H der Ausgangspunkt. Zundchst missen
zwel regglére Graphen 61 und 62 gefunden werden, auf denen H als
transitive Automorph%smengruppe wirkt. Ql und 92 sollen die Punkt-
mengen von Gl und GZ bezeichnen, P sei ein zusdtzlicher Punkt. Dann
gilt es, einen streng reguléren Graphen G mit der Punktmenge
Q=1{Plu Q, v Q

1 2 1’
I'(®) = @, und G1 und 62 die von A(P) und T'(P) induzierten Unter-

zu konstfuieren, derart, daB A(P) = Q

graphen von (§ sind. Ist !Qll =k, |92!= 1, die Valenz eines Punktes
in Ql = A und diejenige eines Punktes in 92 =k - 4, so existiert
der gesuchte streng reguldre Graph jedenfalls nur dann, wenn die

Parameterbedingungen des Satzes 3.6 erfillt sind. Da wir uns fir
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primitive Erweiterungen von H interessieren, sei ferner u # 0,k
verlangt. Ist beides der Fall, so muB nachgeprift werden, ob die

#l = k(k - A - 1) Kanten zwischen Ql und 2, so ergdnzt werden kén-

2

nen, daB ein a € @, mit einem B € @, genau dann verbunden ist,

1 2
. . .. h .
wenn fir ein beliebiges h € H ah und R benachbart sind. Ist
dann K = Aut(G) transitiv auf dem Graphen, so ist XK eine Rang-3-
Gruppe. Existiert eine auf G transitive Untergruppe G von K mit

GP Z H, so ist G eine Rangm=3-Erweiterung von H.

Ist H eine einfache Gruppe und G eine primitive Erweiterung vom
Rang 3 von H, so 148t sich leicht entscheiden, ob G einfach ist.

Denn es gilt

Satz 5.1 Ist G eine primitive Permutationsgruppe vom Rang 3 auf
2 und Ga einfach, so ist entweder G einfach oder G ent-

hédlt einen elementar-abelschen reguldren Normalteiler.

Beweis: Sei N ein nichttrivialer Normalteiler von G. Dann ist
NNnG =N 4G . Da G einfach ist, ist G =N oder N = 1.

o o o o o a a
N wirkt als Normalteiler der primitiven Gruppe G transitiv auf Q.

.

Ist nun G, = N_,s0 ist |N| = |Q G, = |6l, also N = G. Wider-
spruch. Folglich ist Na = 1 und N reguldrer Normalteiler von G,
also INI = |Q|. Jede echte Untergruppe von N ist nicht transitiv
auf §, also ist N minimaler Normalteiler von G, also charakteri- -
stisch einfach.Als charakteristisch einfache Gruppe ist N entweder
elementar-abelsch oder direktes Produkt isomorpher Kopien einer
nichtabelschen einfachen Gruppe. Die Wirkung von Ga auf @ N {a}
ist &quivalent zur Wirkung von Ga auf N¥ = N - {1}. Ga wirkt als
Automorphismengruppe auf N und hat auf N* zwei Bahnen. Da jeder
Automorphismus die Ordnung eines Elements erhdlt, hat |N| héch-

B

stens zwei Primteiler p und g. Also ist lNI = paq und N ist nach

dem Satz von BURNSIDE Uber die Aufldsbarkeit von Gruppen der Ord-
B

nung paq aufldésbar. Daraus folgt, daB N eine elementar-abelsche

Gruppe ist.d
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(5.2) Beispiele von Rang-3-Erweiterungen

(a) (siehe [9], S.115ff)

Der Ausgangspunkt sei H = S, als abstrakte Gruppe. Sei Q ={1,2,3}

1
und Gl = Ké, der triviale Graph mit 3 isolierten Ecken. Aut (G )
ist offensichtlich die S3. Sei 92 = {a,b,c,d,e,f} und Gl der fol-
gende Graph: c b

H wirke folgendermaBen auf den beiden Mengen 91,92:

H Wirkung von H auf Ql Wirkung von H auf 92
h1 % 1

h2 (1 2)3) (a~e' c) (b* £ 4)

h3 (1 3 2) (a ce)(b d f)

h, (1 2) (a b) (c £)(d e)

hg (1 3) (a £)(b e)(c )

he (2 3) (a d) (b c) (e £)

(Wir haben es also mit der natlirlichen Wirkung der.s3 auf 3 Punk-

ten und mit der rechtsreguldren Wirkung der S. zu tun})

Sei nun Q = {P} u ng 2,

Fir den zu konstruierenden Graphen-G2 ergibt sich also:

3
P sei mit jedem Punkt aus leerbunden.

n=10, k=3, L =6, A =0 und y = 1. Zundchst formal sind die
Parameterbedingungen von (3.6) erf@}lt. Es ist s = 1, t =-=2,

= 5, f3 4. |
Jede Ecke von G muB nun mit k - A - 1 = 2 Ecken von G verbunden
werden, und zwar so, daB jede Ecke von G mit. genau 'y = 1 Ecke von
G verbunden ist.
Es ist H1 = {hl, h6}, d.h. H1 hat die Bahnen {a,d}, {b,c} und {e,f}
auf 92. Die beiden Punkte, mit denen 1 zu verbinden ist, mﬁssen‘in
einer dieser Bahnen liegen. Ist 1 mit b oder e verbunden, so bilden
1,b,c oder 1,e,f ein Dreieck, was A= O widerspricht. Also ist 1 mit
a und 4 verbunden.
Nun ist 1hl+ = 2 und ah“ = b und dhI+ = e, d.h. 2 ist mit b und e ver-
bunden. Also ist'3 mit ¢ und £ Verbugden. Man. Gberprift, daB tat-

sdchlich kein Dreieck vorkommt und 4 = 1 gilt. Der so konstruierte
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Graph 62 ist isomorph zum Petersen-Graph (siehe (4.2 a))

Abbildung 3: Der Graph 62 (Petersen-Graph)

und Aut(Gz) = SS' Die A5 wirkt als Rang-3-Permutationsgruppe auf
den 10 Ecken des Graphen und H = S

~

3 - (Bglp.

(b) (Siehe [9], S.117ff)

Sei H = AS als abstrakte Gruppe nun der Ausgangspunkt.

GZ = Kg und 62 der Petersen-Graph wie in'(4.2 a). Es ist
@, =11,2,3,4,5} und @, = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),
(2,5),(3,4),(3,5),(4,5 }.

Wir konstruieren nun einen Rang-3-Graphen auf der Eckenmenge

R ={P}uv @

1 v QZ:

P sei mit jedem Punkt aus-Ql, aber keinem Punkt aus 92 verbunden.
Ein i € Ql sei genau dann mit (j,k) in 92 verbunden, wenn i € {j,k}
gilt. DaB durch diese Definition die in (5.1) angegebenen Bedingun-
gen erfillt sind, rechnet man leicht nach. Man erhdlt den sogenann-
ten Clebsch-Graphen, den eindeutig bestimmten streng reguléren
Graphen mit folgenden Parametern:

n=16, k=5, 1l=1, A=0, u=2,s=1, t=-3, £.= 1o, £.= 5.
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Abbildung 3: Der Clebsch-Graph

P 11111

1 1. 1111

2 1 1 111

3 1 1 1 11

4 1 1 1 1 1

5 1 1 1 11
(1,2) 11 111
(1,3) 1 1 11 1
(1,4) 1 1 1 1 1
(1,5) 1 1 11 1
(2,3) 11 11 1
(2,4) 1 1 1 1 1
(2,5) 1 1 11 1
(3,4) 11 1 1 1
(3,5) 1 11 1 1
(4,5) 1111 1

Abbildung 4: Adjazenzmatrix des Clebsch-Graphen
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Die Automorphismengruppe des Clebsch-Graphen, den wir hier mit
GBbezeichnen wollen, ist transitiv auf den Eckeﬂ, denn durch
Drehungen um 45° bzw. 90° in Abbildung 5 1&Bt sich P in einen
Punkt von G2 bzw. G; Uberfihren, und bei Qiesen Drehungen handelt
es sich um Automorphismen des Graphen. Der Stabilisator von P in

Aut(GB) ist isomorph zu S.. Es ist also IAut(G3)[ = 16-120 = 1 920.

5"
Da Aut(G3) sicher eine ungerade Permutation enthdlt, besitzt

Aut(G3) eine Untergruppe K vom Index 2. Da dann A < Kund A

transitiv auf 62 und G; wirkt und obige DrehungenSgerade Perzu-
tationen sind, ist K selbst primitive Rang-3-Permutationsgruppe
auf Q und es gilt KP = AS. ‘

Nach Satz 5.1 ist dann K entweder eine einfache Gruppe oder aber
K enthdlt einen regulédren, elementar-abelschen Normalteiler. Es
gibt freilich keine einfache Gruppe der Ordnung 960 (siehe etwa
[18]), also ist K isomorph zu E16.A5' dem semidirekten Produkt der
elementar-abelschen Gruppe der Ordnung 16 mit der alternierenden

Gruppe vom Grad 5. Schliefilich gilt:Aut(G3) = E16‘SS'

(c) Sei nun H = der Ausgangspunkt.

,bl,bz,b3,b4,b5} und G3 folgender

Ei6"Ss
ersel die Menge {al,az,a3 5

Graph
Ial ]az I:3 Ia4 Ias
b b
1 2 3 °Py by

G3 sel folgendermaBen definiert: Sei U der 5-dimensionale Vektor-

a,,a
A

Z,Xj,x4,x )l X1+"...+X5= o,

XyreerXg € GF(2)}. W sei die Eckenmenge von G3; zwei Punkte von W

raum Uber GF(2) und W sei {(xl,x

seien genau dann in Gg miteinander verbunden, wenn’ ihr Hamming-
Abstand 4 betréagt. Gg hat dann 16 Ecken, ist -wie man leichtnach-
prift~ streng requldr und hat dieselben Parameter wie der Clebsch-~
Graph. Wegen der Eindeutigkeit des Clebsch-Graphen ( ﬂo], S.154 1))

kénnen wir 63 und GB identifizieren.

t) HESTENES/HIGMAN bezeichnen einen Graphen, der isomorph zu 631'
ist als Clebsch-Graph. Da in der Literatur beide komplementé&ren
Graphen als Clebsch-Graph bezeichnet werden, wird hier G Clebsch-
Graph genannt. Dieselbe Bemerkung trifft auf den Schl&afli-Graph zu.
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Sei = {P} v Q, v W. Es ist |Q] = 27. Falls ein streng regu-
larer Graph G mlt der Eckenmenge { existiert, der G und G
als Untergraphen enthdlt, so muB er folgende Parameter haben.
n=27, k=10, 1 =16, A =1, u=5,s8=1, t =-5, f_ =

2
und f3— 6.

Jeder Punkt von G muB also mit genau k - A - 1 = 8 Punkten in

G verbunden werden, und zwar so, daB jeder Punkt von G3 mit ge-

il

nau g4 = 5 Punkten von G verbunden ist.

Benachbarte Punkte in G , also as b. (i =1,2,..,5) bilden be-
‘reit$ mit P ein Dreieck, denn P ist ja mit jedem Punkt vyon Q
verbunden, dirfen also in G keinen gemelnsamen Nachbarn haben
Ferner missen nlcht benachbarte Punkte in G p - 1 =4 gemein-
same Nachbarn in G haben.

Diese Bedingungen werden durch folgende Definiton erfiillt:

Fir i = 1,2,..,5 sei ai mit den (xl'x2"'x5) in W verbunden,

fir die X, = O gilt und bi mit denjeniéen, die X, = 1 erfillen.
Dadurch wird ein streng reguldrer Graph definiert, denn:

Verbundene Punkte a, b haben P als gemeinsamen Nachbarn, und
keinen gemelnsamen Nachbarn in G ; benachbarte Punkte in G

liegen in G in keinem Dreieck, da der Clebsch-Graph keine Drei-
ecke enthalt; da sie den Hamming-Abstand 4 haben, haben sie an
genau einer Koordinate eine O oder eine 1 gemeinsam, sind also
beide mit genau einem a,; oder b verbunden. Mit dleser Uberlegung
ist auch der Fall zweier verbundener Punkte aus. G und G erledlgt.
Also liegen zwel benachbarte Punkte in genau elnem Dreleck.

Ferner gilt: Zwei nichtbenachbarte Punkte in G haben P und 4 Nach-
barn in G" gemeinsam zum Nachbarn. Zwei nichtadjazente Punkte in
G haben dort 2 gemeinsame Nachbarn und da ihr Hammlng—Abstand 2
ist, weitere 3 gemeinsame Nachbarn in G Da jeder Punkt in G 5
Nachbarn in G hat, hat er mlt P 5 gemeinsame Nachbarn. Zwei nicht-
adjazente Punkte aus G und G haben einen gemeinsamen Nachbarn in

G und derer 4 in G Also ist u = 5,

Der so definierte Graph 64 hat also in der Tat die gewlinschten Para-
meter und ist wegen der Eindeutigkéit des Schlafli-Graphen ﬁcﬂ
isomorph zu dem in (4.4) konstruierten Graphen (3. (Die in (4.4) an-
 gegebene Adjazenzmatrix von (3 ist so konstruiert, daB man die bei-

' "
den Untergraphen, die isomorph zu G3 und 63 sind, leicht erkennt.)
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In (4.4) haben wir gesehen, daB die Automorphismengruppe dieses
Graphen transitiv auf den Ecken von @ wirkt. Da der Stabilisator
des Punktes P isomorph zu E16-SS
[Aut(G4>1 = 27-|El6-s_5{ = 51 840.
Aut(G4) enthdlt nach (4.4) PSU(4,22) vom Index 2.

ist, folgt:

Wir haben damit ein Beispiel eines Rang-3-Turmes kennengelernt,
einer aufeinanderfolgenden Reihe von Rang-3-Erweiterungen, bei

die A_, E, *A_ und die PSU(4,22)kon-

der ausgehend von der S3 5 16 85

struiert wurden.

Die grofBe Bedeutung der Theorie der Rang-3-Permutationsgruppen
liegt darin, daB durch die eben beschriebene Konstruktion von
Rang-3-Erweiterungen eine ganze Reihe sporadischer einfacher Grup-
pen entdeckt, bzw. konstruiert wurden, so die Higman-Sims-Gruppe,
die McLaughlin-Gruppe, die Rudvalis-Gruppe und die Suzuki-Gruppe.
Einen Uberblick Uber Tiirme von Rang-3-Gruppen, die zu sporadischen
einfachen Gruppen fihren, gibt TITS ‘?3]. In Kapitel II dieser

Arbeit soll der Suzuki-Turm konstruiert werden.
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Kapitel II
DER SUZUKI - TURM

§ 6 Die Konstruktion der Suzuki-Gruppe Suz

Die Konstruktion' der Suzuki-Gruppe, die M. SUZUKI in [20]ange—
geben hat, besteht in einer Folge aufeinander aufbauender tran-
sitiver Gruppenerweiterungen, beginnend mit der symmetrischen

Gruppe S,. Vom ersten Schritt abgesehen handelt es sich um Rang-3-

Erweiteringen, die gemdB § 5 konstruiert werden sollen.

Fir i = 0,1,..,5 sei Fi ein (im folgenden) zu definierender Graph
und Gi = Aut(Pi). Es wird sich zeigen, daf fir i = 1,2,..,5 Gi
stets eine einfache Gruppe G; vom Index 2 enthdlt.

(Der Einfachheit der Notation halber werden -sofern MiBverstand-
nisse ausgeschlossen sind- sowohl die Graphen wie ihre Punktemen-
'7 gen mit Pi bzw, Ei bezeichnet.) '

FO sei der triviale Graph aus 4 Punkten ohne verbindende Kanten,
d.h. T_ = K4. Offensichtlich ist dann G = Aut(T ) 2 sS,.
Fir i = 0,1,..,4 definieren wir die Graphen Zi auf folgende Weise:

Die Eckenmenge von Zi sei:

fir i O: die Menge der Involutionen der S4

1,2,3,4: die Menge der Zentren der 2-Sylow-Gruppen von G;

]

fir i
Involutionen, die im Zentrum der 2-Sylow-Gruppen einer Gruppe G
liegen, heiBen zentrale Involutionen. Offensichtlich bilden sie
eine Konjugiertenklasse. Ist die Ordnung des Zentrums eines 2-
Sylow-Gruppe von Gi = 2, so betrachten wir einfach die Menge der

zentralen Involutionen als Eckenmenge von Zi.

(A) Zweli Punkte u,v € Zi seien genau dann miteinander verbunden,
wenn gilt [u,v] # 1, aber es existiert ein w € Zi mit

[uw] =[v,w] = 1.



-~ 27 -

Betrachtet man den sogenannten Vertauschbarkeitsgraphen
Gi = (Zi,®) mit der Eckenmenge Zi und ¢ = {(u:V)l [u,v} = 1},
so sind in dem in (A) definierten Graphen gerade die’Ecken ver-

bunden, die in Gi genau die Distanz 2 haben.

Fir i = 0,1,..4 wird Fi+ wie folgt definiert:

1

Die Eckenmenge von Fi+ bestehe aus den Ecken von Pi, denen

1

von I'. und einem weiteren Punkt P., also T. ={P, }ul, uzZ..
i i i+ i i i

1
(B) Der Punkt Pi seli mit jedem Punkt aus Fi , aber mit keinem
Punkt von Zi verbunden.
Die Punkte von Pi bzw. Zi seien untereinander verbunden wie
in den beiden Graphen Fi bzw. Zi .
Jeder Punkt aus Fi sei mit genau den Punkten in Zi verbunden,

die ihn festlassen.

(Die letzte Festlegung von (B) macht Sinn, denn die Elemente von

Zi liegen in Aut(Fi), bzw. sind Untergruppen Gi)

Die Abbildung 6 auf Seite 29 gibt eine Ubersicht tiber den Suzuki-

Turm. Die Darstellung der Graphen ist folgendérmaﬁen zu verstehen:

P.o

r.: 1

i 1k,

1
r._, O<;\i k,
uﬂ ki-li-l
: O
l"l kl ul ll

Der Punkt Pi ist mit den ki Punkten von Pi_ verbunden, umgekehrt

1

ist jeder der Punkte in Fi_ mit Piverbunden.

1
Die Valenz des Untergraphen T, ist A, =k, ..

i-1 i Li-1
Jeder Punkt aus Fi_i ist mit ki - Ai - 1 Punkten in Zi-l verbunden,
wahrend ein Punkt in Zi—l mit My Punkten in Fi-l benachbart ist.

hat die Mé&chtigkeit li und Zi_ hat die

Die Punktmenge von Zi_ 1

1
Valenz k, - u,.
i i
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Aus der Reihe fallt T, denn die PGL(2,7) ist eine imprimitive

Rang-4-Exrweiterung der S4.

Die gesamte Parametermenge flr I‘i (i =2,3,4,5) ist folgender

Tabelle zu entnehmen:

: TS U TS T T T T T B
2 36 14 21 4 6 2 -4 21 14
3 100 36 63 14 12 6 -4 36 63
4 416 100 315 36 20 20 -4 65 350
s |1782 416 1365 100 9 20 -16 780 1 0Ol

Die Parameterbedingungen in (3.6) zeigen, daB kein streng regu-
lérer Graph existiert, der 1"5 in der gewlnschten Weise als Unter-

graph enthalten wirde.
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fo

n

1] 14

]

21

T2

P2

Oria

36

T12f21

Iz

s, 24

iea

T3

P3

100

20) 63

I3

Iy

11416

« (h1o00

416

96315

Iy

(¥320

1 365

Gp 2 Sy

Gy = PGL(2,7)

Gy = Gy(2)

G3 = Aut(HJ)

Gy = Aut(62(4))

Gg = Aut(Suz)

Ubersicht tber den Suzuki-Turm

r .

Gy = PSL(2,7)

G, = PSU(3,3%)

Gy = HJ
»

Gy = 62(4)
*

Gg = Suz
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§ 7 Die PGL(2,7) als Rang—-4-Erweiterung der S4

(7.1) Zo besteht aus der Menge der Involutionen der S,. Da zwei

4"
Elemente der Sn genau dann konjugiert sind, wenn sie dieselbe Zyk-

lenstruktur besitzen, zerfillt Zo in zwei Konjugiertenklassen in

dexr S4:
ZOO = {(12),(13),(14),(23),(24),(34) } und
Zol = {(12) (34),(13) (24),(14) (23) }

Vorschrift (A) in §6 ergibt: Die Elemente der beiden Konjugierten-—
klassen sind untereinander nicht verbunden. Fir i,j,k,l,m,ne&{1,2,3,4}
ist (i,3) & Zoo genau dann mit (k1) (mn) € Zo verbunden, wenn

(i3) # (k1) und (i3j) # (mn) gilt.

1

Bezeichnet man die Punkte von Fo mit 1,2,3,4, so ist k € Fo

genau dann mit (ij) € Zoo benachbart, wenn i, j # k gilt. Elemente
in Zol bewegen alle 4 Punkte von FO, sind also mit keinem Punkt
von Fo verbunden.

Es ergibt sich folgender Graph le

(34)

(12) (34)

(14) (23)

Abbildung 7: Der Graph Fl
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(7.2) Drehungen um %-360o (n =1,2,..,7) zusammen mit Spiegelungen
an den eingezeichneten Achsen al,az,..a7 sind offensichtlich Auto-

morphismen von Fl, die jeden Punkt in jeden beliebigen anderen tber-

fihren. G1 = Aut(Pl) ist also transitiv auf den Punkten von Fl.

Sei H der Stabilisator des Punktes PO in Gl' sei g € H.

Es gilt I‘Og = I‘o, d.h. g wirkt eingeschrankt auf die Punkte von

Fo wie ein Element der S, . Da die Wirkung von g auf FO die Wirkung

4
. von g auf Fo eindeutig bestimmt, ist H = 54.
H hat vier Bahnen auf T',, ndmlich P , I' , £ , £ .. G, ist also
1 o o oo ol 1
eine Rang-4-Permutationsgruppe. Da 61 transitiv auf Fl wirkt und
H = s, gilt, ist {Gll = 1424 = 336.

(7.4) Um die Gruppe G, zu identifizieren, konstruieren wir den

1
Graphen Fl auf einer anderen Menge von Punkten, ndmlich den elemen-
tar-abelschen Untergruppen vom Typ (2,2) in der speziellen projek-

tiven linearen Gruppe PSL(2,7).

(a) Sei J die Menge der Involutionen der PSL(2,7).

{Zwei Elemente (p q) (t u) sind in der PSL(2,7) gleich, wenn
r sl,\vw o

p=*t, g=*u, r = tv, s = *w gilt. Dabei sind p,q,r,s,t,u,v,w

aus GF (7))
P q
Es ist J = 1+ 02 1 p=0,1,..,6, g =1,2,3
—F
-q
Denn p q)z = (pz +qr pq +gs = (1 O) impliziert, daB = -
r sf \rp+sr rqg+s2/] (o1 pLizlert, s =P
2
Da det (P q) = 1, ergibt sich r= - —FEB°
r -p q
Es gibt also 21 Involutionen in PSL(2,7) n&mlich:
_ (o 1) _ (1 1) _ (2 1) - (3 1 4 1}

Y1 Tleol %2 TiselrU Tlaslt Y T lg4)r B < {4 3]
= (5 1) _ (6 1) . = (o 2) _ (1 2) _ (2 2)

6 22/"% T sl Y T {30l" Y% T g6l %10~ {1 5{"
u = (3 2) a =4 2) a =[5 2) _ |6 2) u = |03

11 2 4/ Y12 2 30" %137 1 201" M4 T le 1l W5 T (2 o)'
. - [1 3 2 3) ~ (3 3) _ {4 3 _ {5 3

16 46l" %175 135/ %187 l6al” %19 = l6 3] Yo = \3 2/
. = (6 3

21 4 1l-
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(b) Als nichstes zeige ich, daB alle Involutionen der PSL(2,7)

p o) sind. (Beweis nach [19], S.73)

2
E—EiﬁL- und A = - % (r #0, da 1l + p2 # 0)
: 1A o) q 12 -l 0 —r_1
Dann 1ist (O 1) (r ~p] (O 1) = {r (e} )

-1
Seien a,b GF(7) mit a2 + b2 = -r .

+
Setze c = - — und d = 22—3—1- . Dann gilt:

a? + b2

I I Y R B

aZ+ b2

konjugiert zu (O !

Sei r = -

Alle Involutionen der PSL(2,7) sind also zu u, konjugiert.

1
(c) Wir k&énnen nun die gesuchten elementar-abelschen Untergruppen

der Ordnung 4 in PSL(2,7) bestimmen:
: -1

{o -r ) (o 1
. o = 6 o genau dann, wenn r = 1 oder r = 6.

Fir diese Werte von r ergibt sich folgende Liste von Paaren (a,b)
mit a? + b2 = -r-lz

(o,1), (0,6),(1,0),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,5),(4,2),(4,5),(5,3),
(5,4),.(6,0).

Berechnet man nun ¢ und 4 fiir diese Werte von (a,b), so erhdlt man

die Elemente in PSL(2,7), die mit u1 vertauschbar sind. Darunter

sind 5 Involutionen: u1 selbst und ull' u12’ u17, u20.

Damit ergeben sich zwei Vierergruppen in PSL(2,7):

MO ={1, u Wy Uy } und No = {1, u,, u } , die nicht

1’ 12 117
konjugiert sind. . e

Jede Involution der PSL(2,7) liegt in genau 2 verschiedenen Gruppen
vom Typ (2,2).

Fir t = 0,1,..,6 liefern die Gleichungen ([19], s.74)
-1

- -1
1 t) (1 t) _ (1 t) (1 t) B
(Q Mol "M /YN lo1] M

alle gesuchten Gruppen.
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Die 14 elementar-—abelschen Untergruppen vom Typ (2,2) in PSL(2,7):

o= {0 Qo GBI - L 2263 62
I SN P PO PO | T L A T S P
= (0 G5 Gol Gall m= l G2 G0). G ON
= {0 @3 G G m- b €3G0 QI
mg= Lo G2 B3 @3 v e GD 62 GO
O SV v PR - P i | B S P i P o R )
me= {0 G2 G0 B w- e G2 G0 162

(c) Definition eines Graphen Pi:

Die Punkte von Fi seien die elementar-abelschen Untergruppen der
6 1,...N6.

Ein Mi sei genau dann mit einem Nj verbunden, wenn ihr Schnitt

Ordnung 4 in der PSL(2,7), also Mo'Ml""M 'No'N
trivial ist. Die Mi's bzw. die Nj's seien untereinander nicht be-
nachbart.

Wie man obiger Liste entnimmt ist_ri ein reguldrer Graph der Va-
lenz 4. FPir 1 = o,1,..6 ist Mi mit denjenigen Nj mit

j = i+2, i+4, i+5, i+6 (med 7) verbunden.

Fi hat folgende Gestalt:

g
:
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(e) Offensichtlich gilt G, # Aut(Ti).

Konjugation der Punkte voi Fi mit Elementen der PSL(2,7) bildet
die Kanten des Graphen aufeinander ab, d.h. es existiert ein
Homomorphismus f£: PSL(2,7) ~+ Aut(Pi), der wegen der Einfachheit
der PSL{(2,7) injektiv sein muB. Also ist PSL(2,7) zu einer Unter-
gruppe von Aut(Fi) isomorph, die allerdings nicht transitiv auf

Pi wirkt, da die Vierergruppen der PSL(2,7) in dieser Gruppe zwei

Konjugiertenklassen bilden.

12
20
abbildet, d.h. die Punkte des Graphen Fl

Es gibt ein Element in PGL(2,7) \ PSL(2,7), etwa ( ), das durch

Konjugation MO auf N4
sind in PGL(2,7) konjugiert. Also gibt es einen injektiven Homo-

morphismus g: PGL(2,7) - Aut(Ti).

Iy

G, isomorph zur allgemeinen

Wegen |G1| = 336 ist also Aut(Fi) 1

projektiven linearen Gruppe PGL(2,7).

Bemerkung: Betrachtet man die projektive Ebene der Ordnung 2, so
148t sich ein Graph G , der Fahnenkomplex, so definieren:

Die Ecken von (J seien die 7 Punkte und die 7 Geraden der projek-
tiven Ebene, wobei ein Punkt der Ebene genau dann mit einer Ge-
raden verbunden wird, wenn er auf ihr liegt. Sei G das "Komple-
ment" von (3 in dem Sinne, daB weiterhin die Punkte der Ebene
untereinander nicht verbunden sind, ebensowenig wie die Geraden
untereinander, aber die anderen Kanten komplementdr sind. Dann

ist (§ 2 I',. Auch daraus ergibt sich, daB G, = PGL(2,7) gilt.

1 1

Die Wirkung der PGL(2,7) auf den 14 Vierergruppen der PSL(2,7)

ist imprimitiv,'{Mo,Ml,..Me} und {NO,N N6}sind Blécke dieser

1ree
Wirkung der PGL(2,7). Wir haben also eine imprimitive Rang-4-

Erweiterung der S4 konstruiert.
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§ 8 Die G2(2) als Rang-3-Erweiterung der PGL(2,7)

(8.1) Konstruktion des Graphen F2_

Die Punkte wvon Zl sind die Zentren der 2-Sylow-Gruppen von
G; £ PSL(2,7). Da diese Zentren die Ordnung 2 haben, kdénnen wir
die zentralen Involutionen der PSL(2,7), also die 21 Involutionen

dieser Gruppe als Eckenmenge von Xz, betrachten. Der Graph Zl wird

gemdf Vorschrift (A) von §6 gebildét:

Da jede Involution u Element zweier Vierergruppen ist, gibt es
4 paarweise verschiedene Involutionen vi (i =1,2,3,4) mit
[u,vi] = 1. Jedes der vi ist in einer weiteren Vierergruppe Vi
enthalten, die u nicht enthdlt.

Annahme: [V, nV | 1 fir k,1€{1,2,3,4}, k # 1, sei etwa die

1

Involution w in Vk n Vl enthalten.
Gilt nun [vk,vi] = 1, so miBte Vk = Vl gelten. Widerspruch.
Sei also [vk,vﬂ # 1. Dann gibt es in CG (vk) zwel nicht vertausch-

. : . g s .1
bare Involutionen, ndmlich u und w. (Wadren u und w vertauschbar,

wire wieder V, = Vl). Also ist <u,w> £ C

" (vk) eine Diedergruppe.

!

Da CG (vk) die Ordnung 8 hat, ist <u,w> = CG (vk). Andererseits
sind %ach Voraussetzung u,w in CG (vi), alsolgilt:

1 . A
e (vk) = <u,w> = C (vl), also £Vk'vl] =1 Wldgrspruch.

Also gibt es genau 2-21 = 8 paarweise verschiedene Involutionen in

z die nach (A) mit u zu verbinden sind. I, ist also ein regu-

1’
larer Graph der Valenz 8.

1

Da die Punkte von 21 in der PSL(2,7) konjugiert sind, sind sie
dies erst recht in PGL(2,7). Da Konjugation Kommutativitdt er-
hdlt, bewirkt sie einen Automorphismus von Zl. PGL(2,7) wirkt also
als transitive Automorphismengruppe auf 21.

Entsprechend der Vorschrift (B) wird T, gebildet. Wie man der Lis-

2
te der elementar-abelschen Untergruppen vom Typ (2,2) in PSL(2,7)
unmittelbar entnimmt, gibt es zu jedem Mi oder Nj genéu 9 Involu-
tionen der PSL(Z2,7), die Mi bzw. Nj festlassen. Jede Involution

u in 21 fixiert genau 6 dieser Untergruppen der PSL(2,7).

Nach Konstruktion ist Ié ein reguldrer Graph der Valenz 14. Mit

den lblichen Bezeichnungen ist k = 14, 1 = 21 und n = 36.
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Ist P2 ein streng reguldrer Graph (was unten gezeigt wird), so
muf er die Parameter A =4, y =6, s =2, t = -4, f2= 21 und

f3= 14 besitzen, denn die Valenz von Fl ist 4.

(Die Parameterbedingungen aus (3.6) genigen hier als Argument
nicht, denn sie wirden auch fir A = 7 gelten. In diesem Fall
wirde es sich um den eindeutig bestimmten Graphen Graus (4.2 a)

mit m = 9 handeln.)

11111111111111
1 1 11111 1 111 1 11
1 1 1111 111 1 1 1 11
1 11 11 111 1111 11
1 111 1 111 111 1 11
1 111 11 11 1 11 1 11
1 1111 11 1 1 1111 1
1 111111 1111 11 1
1 1111 1 11111 111
1 1111 11 1 1111 11
11 111 111 11 11 1 1
11 111 1 11 111 1 11
111 11 1111 11 11 1
1111 1 111 111 111
1111 1 11 111 1 111
1 11111 11111 1 11
11 1 1 1111 11 11 1 1
111 1111111 11 11
111 11111111 1 11
1111 11111111 11
111 11 1 1111 11 11
11 11 1 11 11 1 1 111
111 11 1 11 11111
11111 111 1111 1
11 1 111 11 1111 11
111 11 1 11 111111
1 111 11 1111 1 1 1
111 1 11 11 1111 1
11 1 111 1 11111 11
111 111 1 1 11 1111
1111 11 -1 11 11 1 11
1 1111 1 11 11 11 11
111 1 1111 1111 1 1
<111 11 11 1 11 1111
11 1111 11 11 1111
11 1111 11 11 111 1

1

Abbildung 9 Adjazenzmatrix von ..
Die Zeilen und Spalten sind folgendermafen 'numeriert: P,, die
Punkte vonFl, ndmlich Mo’Mi"'M6'No’°’°N6’ dann die Punkée von

th ul,uz,...uzi.
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(8.2) Bestimmung der Ordnung der Automorphismengruppe von FZ

Zundchst ist zu zeigen, daf der Stabilisator H des Punktes P1

in G2 = Aut(Fz) isomorph zu PGL(2,7) ist.

Beweis: Sei h € H. Dann ist Plh = P1 und Flh = Fl

auf die Punkte von Fl wirkt h also wie ein Element von G

. Eingeschréankt

1 d.h.

h wirkt wie Konjugation der Mi‘s und Nj's durch ein Element der
PGL(2,7). (Wegen der Isomorphie Tl = Fi identifi?iere ich die
beiden Graphen.) Die durch (B) definierten Kanten werden durch h
aber nur dann aufeinander abgebildet, wenn die Punkte von Zl duxch
Konjugation mit demselben Element der PGL(2,7) permutiert werden.
Die Wirkung von h auf T

1
h auf Pl, also ist H = PGL(2,7) .0

bestimmt also eindeutig die Wirkung von

Es ist nun zu zeigen, daB G, transitiv auf den Punkten von F2

2

wirkt. Da der Stabilisator H des Punktes P1 transitiv auf Fl und

21 wirkt, genlgt es einen Automorphismus g von T, zu finden, der

2

Pl’ Fl und Zl bewegt. Unter Bericksichtigung der Kanten in Fl be-

rechnet man leicht ein solches g.

(Numeriere P,mit O1}; MO,M ...M_mit 02,03,...08; No,...,N mit

1 1 6 6

09,...,15 und die Punkte von Ea, a, ,U.,...,1., mit 16,17...,36.)

1772 21
Dann ist g =

(01 02) (11) (13) (14) (15) (03'17) (04 34) (05 19) (06 32) (07 29) (08 27)
(09 16) (10 35) (12 26) (18 23) (20 33) (21 36) (22 24) (25 30) (28 31)

ein Automorphismus vonFZ, der P Pl und I, bewegt.

1’ 1
(Wie man einen solchen Automorphismus anders denn durch "Probieren"

konstruiert, wird in (9.2) gezeigt; die dortige Konstruktion samt

Beweis 1dBt sich ohne Mihe auf diesen Fall Ubertragen).

Damit ist klar, daB G, eine transitive Rang-3-Gruppe ist , . folg-

2
lich P2 ein streng reguldrer Graph mit den in (8.1) angegebenen
Parametern ist.

Aus den Uberlegungen dieses Abschnitts folgt:

|G2l = 36+|PGL(2,7)| = 36+336 = 12 096.
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(8.3) Behauptung: G,

der Ordnungh6 048.

enthdlt eine einfache Untergruppe GZ*

Beweis: Da fir T2 p # 0,k gilt, ist 62 eine primitive Gruppe, also
ist PGL(2,7) maximale Untergruppe von G2. Da g € G2\ PGL(2,7) gilt,
ist G, = <PGL(2,7),g>. Sei G* = <pPSL(2,7),9>. Es gilt G) < G,, denn

2 2 2
es gibt einen Automorphismus von Fz, der jedes der Mi auf ein N,

abbildet und Pl«fixiert. Dieser Automorphismus liegt in PGL(2,7),

aber nicht in PSL(2,7). Da g eine gerade Permutation ist, liegt

dieser Automorphismus auch nicht in G;.

Es ist nun zu zeigen, daB G; transitiv auf F2 wirkt. Da PSL(2,7)

x
2 X

Zl wirkt, geniigt es zu zeigen, daB G2 Elemente enth&lt, die

(i) P

Untergruppe von G, ist und transitiv auf den Mi's, den Nj's und

1 auf jedén andern Punkt,

(ii) jeden Punkt von I, auf jeden beliebigen Punkt in Pl und

1
(iii) Jjedes Mi auf jedes Nj abbilden.

(i)y: P 9 = Mo' Es existieren hi & PSL(2,7), so daB P ghi =M

1 1 i
(Fir i = 1,2,..,6). Mig & I,, also gibt es ein h & G;' mit

h _ (O 1) . hg _ .
Pl = \g ol" Dann ist P1 = No’ Daraus folgt (i),

. . o1\ g_ (1 1Y g _
(ii) folgt aus den Beziehungen (6 0) = No und (5 6) = Ml'

(iii) folgt aus: Mlg = (é é) , e€s existiert ein h & Gglmit

(1 1) h = (O 1) , also ist M

ghg _
5 6 60 =N

1 o

%*

G;'ist also transitiv auf F2 und da ein Pﬁnktstabilisator in G2

isomorph zu PSL(2,7) ist, ist [G)]| = 36-168 = 6 048.

G; ist sogar primitiv. Denn: PSL(2,7) hat auf den Punkten von P2

Bahnen der Lénge 1, 7, 7, 21 (Pl' die Mi's, die Nj's und Zl fir

den Stabilisator von Pl)' Nach (1.3) hat dann ein nichttriviales

Imprimitivitdtsgebiet die Lange 8, 15, 22 oder 29. Da keine dieser

*
2

Mit Satz 5.1 folgt nun, daB G;‘einfach ist.Q

Zahlen Teiler von irzl = 36 ist, ist G, primitiv.

Bemerkung:
Da nach Eﬂ jede einfache Gruppe der Ordnung 6 048 isomorph zur

speziellen projektiven unitdren Gruppe PSU(3,32) list, gilt
G; = psu(3,32). Im folgenden soll allerdings ein Graph Pé kon-
struiert werden, der eine direkte Identifizierung von GY¥ er-

2
laubt.
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(8.4) Bestimmung der Automorphismengruppe von F2.

zur Identifizierung von G, konstruiere ich einen Graphen Fé , der

2
zu F2 isomorph sein wird.

(a) GF(3) ist der endliche K&rper mit 3 Elementen; das Polynom

X2 -~ X - 1 ist lber GF(3) irreduzibel und Adjunktion einer Wurzel
j dieses Polynoms ergibt den Korper GF(32).

Sei T eine unitdre Polaritit der projektiven Ebene [ tber GF(9)
und G seil PSU(3,32)..

E hat 92 + 9 + 1 = 91 Punkte, bezliglich 7 28 absolute und 63 nicht-
absolute Punkte. Jede Involution der PSU(3,32) 1aBt genau einen
der nichtabsoluten Punkte fest und zu jedem der 63 nichtabsoluten
Punkte gehdrt eine Involution in G, die ihn festlaBt [ﬁ].

Es gibt also in der PSU(3,32) 63 Involutionen, die geometrisch
interpretiert Homologien mit nichtabsoluten Punkten als Zentrum

und ihrer Polare als Achse sind. Nach [6] liegen diese 63 Involu-

tionen in einer Konjugiertenklasse von G.

Sind A und B nichtabsolute Punkte, so sind A" und B" nichtabsolute
Geraden. Jede nichtabsolute Gerade von E enthdlt 6 nichtabsolute
Punkte. Liegt B auf A1T , so bilden A, B, A“t\ BTr ein selbstpolares
Dreieck in E. A liegt also in genau 3 selbstpolaren Dreiecken.

(Die Eigenschaften einer Polaritdt der projektiven Ebene E betreffend,

siehe [15], S.45ff und S.244ff)

(b) Ist T ein selbstpolares Dreieck in [ , so bilden die drei
"zugehOrigen" Involutionen der PSU(3,32) eine Klein'sche Vierer-
gruppe V (zusammen mit der 1). Also gibt. es gerade 63 elementar-
abelsche Untergruppen vom Typ (2,2) in der PSU(3,32). Sie seien mit
Vl, V2""’v63 bezeichnet.

Satz 8.4: Es gibt in PSU(3,32) genau 36 Paare‘{Hi,Hi} mit

H, = {vk P Vi reaVy b kyreiky e{1,2,...63}

1 2 7 ,
v, » v, ,ov; 1, 1,..,1,€{1,2,...63]
1 72 7 :

wobei H, n H! = @, aber
i i

Hl
i

1

{x | xev, v V_u-uv,_ } {y|yev,u....uv, }
) kg =) Ly

gilt.
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Beweis: ([6])
(Wir unterstellen die Elemente von GF(9) als homogene Koordinaten
der Punkte <(x1,x x3)> der endlichen Ebene und die Punkte, die

xlxl + x2x2 + x3x3 = 0 erfidllen, wo " den K&rperautomorphismus

x + x3 von GF(32)bezeichnet, sind die absoluteh’Punkte der EbeneJ
Sei T ein selbstpolares Dreieck in E und V die zugehdrige Vierer-
gruppe in PSU(3,32). Jede Seite von T enthdlt 4 absolute Punkte.
Die restlichen 28 - 12 = 16 absoluten Punkte in [ bilden 4 Vier-
ecke, die unter V invariant bleiben und T als Diagonalpunkt-Drei-

eck besitzen. Insgesamt gibt es 634 = 252 solcher Vierecke.

Ist z.B. T = «(1,0,0)>,<(0,1,0)>,<(0,0,1)>, so erhdlt man folgende

Vierecke: (Die Punkte sind als Spalten geschrieben)

t ¢+ 1t 1]t 1 1 1.}t 1 1 1} 1 1 1 1
1 -1 -1 1 | 32 -32 32 32| 32 .32 -3%2 32| 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 | §2-32 42 -32| 1 -1 1 -1 | 3% -3% 3% -3?

Ist Q ein solches Viereck mit den Eckpunkten n1 n2 n3 n4, so daB

fir T = P,P,P, gerade folgendes gilt:

P, liegt auf n,ng und auf n,n,,
P, liegt auf n,n 3 und auf DN,
p3 liegt auf n,n, und auf n3n4
dann erhdlt man 6

nichtabsolute Punkte p4,p5,.,p9 als folgende
Schnittpunkte: ’

p4 ist der Schnittpunkt von n2 3 mit p2p3

Pg Mty PyP3
P NP3 PyP3
Py Nafy PyP3
Pg R PPy
Py 130y PyPp-

Daraus ergeben sich drei neue Dreiecke, namlich
L} = . 1 = ] =
T} = PyPyPgr Ty = PyPeP, und T3 = P3PgPg-

In unserem Beispiel ist:

<( 1! 11 O)>
<( 11—11 O)>

P4 = <(Or 11“1)> P6
<(, 1, 1)> P7

<(1, 0, 1)> pg
<( 1! Ol-l)> P9

!
i
i

Pg
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purcn diese konstruxtion erhdlt man also 3 Dreiecke, die je eine

Ecke mit T = T1 gemeinsam haben.

Die Punkte p2, p3, p4 und p5 sind kollinear, d.h. T1 und Ti haben

eine Seite gemeinsam. d.h. es gibt noch 28 - 5+4 = 8 absolute

Punkte, die nicht auf einer Seite von T1 und Ti liegen.

Diese 8 Punkte bilden 2 Vierecke mit Ti als Diagonalpunkt-Dreieck,

eines davon soll analog zum vorherigen Schritt die drei Dreiecke
T1 = p1p2p3, T2 = PSPan und T3 = p4pcpd liefern.

Betrachten wir in unserem Beispiel Ti = P,P,Pg so erhalten wir
durch dieselbe Konstruktion wie im ersten Schritt 4 Vierecke, von

denen die beiden rechten schon ausgehend von T, aufgetaucht sind.

1
Die beiden neuen Vierecke stehen links im Schema:

o o 3 -3 o o -3j3-33] 1 -1 1 -t j2 =32 3% =32

(Wieder sind die Punkte als Spalten geschrieben)
Nimmt man nun das erste Viereck und konstruiert die 3 Dreiecke,

so erhdlt man:

H
]

1’ 2 <( o, 1, 1)> <( 1I_jl j)><( 1, jl-j)>

und T3

<( o, 11-1)> <( 1I—jl-j)><( 1: jl j)>-

Die Ecken von T1 und Ti entsprechen je einer Ecke der Dreiecke der
anderen Triade. Es gibt nun noch 8 Ecken, je 4 pro Triade, flr die
dies nicht zutrifft. Die sich ergebenden 16 Schnittpunkte der
Polaren von Pa’ pb, P.s Py mit denen von Pgr p7, Pgr Pq bestehen
aus 8 absoluten und 8 nichtabsoluten Punkten. Die 8 nichtabsoluten
Punkte,die paarweise auf den Polaren liegen, bilden zusammen mit
pa, pb, Pc' pd und entsprechend mit P6' Pyr p8, Pgy je vier weitere
Dreiecke T bzw. T', so daB nun die gesuchten Paare {Hi'Hi} konstru-
iert sind.
{8, H'} wurde ausgehend von einem der 252 Vierecke Q konstruiert.
Beim 2. Schritt gab es 2 Mdglichkeiten. Also gibt es
2522 ‘ . . . . 36+14

Vi 36 solcher Paare. Jedes der Dreiecke T ist in z3

Mengen H bzw. H' enthalten.

=8
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wir:

In unserem Beispiel erhalten
1 000 1 170 1 111 1 1]1 1 1 11911 t 1
1 -5 31 1-3 31-330 33|-5%3 0 -1 -1 1|1 1-1
o 1|1 j3-31-1t-3 F1-1 1-1]1-1 i3-33 0 | 33-5%3 o
ooflo 1t t}lo 1t t}1 1 1)1 1 1 1 1§11 1
1 1 0 0] 0 1-t{-3 331173 -3311-5 33-1 {3 =331
-t 1 ]Jo 1-111 0 013 1-93]-3 -1 -5 -1 33135 1 -33

Da selbstpolare Dreiecke, flr die die Behauptung gezeigt wurde, den

Vierergruppen in der PSU(3,32) entsprechen, gilt die Behauptung von

Satz 8.4.Q

Bemerkung: Die PSU(3,32) enthilt genau 36 konjugierte Untergruppen

der Ordnung 168, die isomorph zu PSL(2,7) sind. Die 36 konstruier-

ten Paare {Hi’Hi} stellen nichts anderes dar als die je zwei Konju-

giertenklassen von elementar-abelschen Untergruppen der Ordnung 4

dieser konjugierten Untergruppen von PSU(3,32).

Ich habe, um spdter die Adjazenzmatrix des Hall-Janko-Graphen an-

geben zu kdnnen, obige Konstruktion im einzelnen durchgefihrt.

Es folgen drei Tabellen: die 63 Involutionen der PSU(3,3%), die

63 elementar-abelschen Untergruppen vom Typ (2,2) in PSU(3,3
und die 36 Paare {H , H!}gemi Satz 8.4. '

2)
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3
-2
1

0 -33-3
-3
-3 -1

o -3 -3
-53 1 -1
_33_1

0 -33-3
-5 1
-j3_j2 1

33
j2

1
33-32 1

Ty T e

sl
™ O ™

-3

j -3
0

i o 3

(-

3 -1
j*o 3
J

1
1

L

o] —j) Vo=
-3 37

1 -33-1

-J

1 -1 -3
-1 1 -3
-33-33 0

(

SAN
L3} Ve

1
j3‘j3 o

™m0

-y

1 _jZ_j3
321 -3
-3 -330

|

3
) V52

3% 3
-3%2 1 -3
j-33o0

1

1324
jZ 1 _j3
j3-3 o

o

32-3
-32 1 -3
-33-3

Tabelle 1: Die 63 Involutionen der PSU(3,32)
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v, = {l,v1 v, 'V63} V,p= {1,v9 ,v13,v14} V43= {1;V19'V3O’V56}
Vy = (v vygavygl Vpa= {Livg avigvi b V= v v ived
vy = vy vyt Vous 1wy v givigl Vies 1v,0ivag0vgg )
vy = (v veivgo b Vo= 1LV 0ivigivgh Vagm (1v,00vagivygd
Vg = 1wy g vagl Vo= 11wy v iy h V= (g 0va,0vegd
Ve = (Lrvg vvy wvgad Vo= 11wy vy vy b Vag= 1wy vy 506l
Vo = vy v evg b Vogm {1V ivpaivy b V= 10,0095 09
Vg = (Lvy yvegivggd Vog= {1hvy, i vyguvped Voo {109,550, ,0v,51
Vo = {Lvy gy} Vao= 1107 5 vynvpgl Vo= 119,009,095 )
Vio= (1ivy wvggivgel Vyp= {1ivy3ivyguvgyd Vo= 11wy givpive)
Vi1= (15 Vg Vgad Vyp= (1w v 0wy} Vo= 11, vy0,vg,]
Vip= T1ivg ivgnrvaed Vag= (v uvagvggl Vo = 1,0y 00v,00v, 5]
Vig= (1vg vggv b Vas 1w v v b Voem (v, vagivsgd
Vig= 10ivg ovgyavggd Vag= {1,V 00vaivggl Vo= {1,v,0,vag,v54)
Vis= 1LV uvygivyyd Vag= (1w guvy,ivygl Voo= 1wy pivagivgel
Vig™ (v wvg b Vam 1w vy veod Veg= 1ivy0ivy009,0)
Vig= T1ivg s0yguva,d Vag= {1,900, 000} Vog= {1’V27'§33'V54}
Vig= 11y 19,00vysd Vagm (Lvypuvg vy d Vo= {vy0,vag,vg))
Vig= (Livg vv3qiv3ad Vo= 100w 00v00vygh V= (09,0005 00vg4)
Voo= (1i¥g 1V3grvy b V= (0w guvyn vgad Vgy= {1vygivygvg,d
Vyy= (Livg i¥y0ivgy b Vo= {0,vyguvaguvygl Veg= (1w 0vg,vesd

Tabelle 2: Die 63 elementar-abelschen Untergruppen vom Typ (2,2)
in PSU(3,3%)
(Die Numerierung der Involutionen der PSU(3,3%) ent-
spricht der in Tabelle 1)

Auf Seite 45 folgt die Tabelle der 36 Paare {H,,H'} =: .. Dabei
bezeichnen die Zahlen in den Schemata die Nummernlder Invélutionen
der PSU(3,3%)gemiR Tabelle 1.
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61 910 5 6 1 2 2 54 58 21 43 41 16 153 57 22 44 42 15
62 13 18 35 36 57 58 46 27 35 59 52 38 15 45 18 24 21 39 48 59
, 63141732315354 5033143213 5 9 |\ 49323011 82333
U 6162631314 1817 13 2465027333514 2> 14549 18 32 24 30
9 5 13635323 54 21 41 52 59 32 13 5322 42 39 21 11 8
10 6 2 57 58 53 54 56 43 16 38 15 5 9 57 44 15 48 59 23 33
61 910 5 6 1 2 1 53 57 22 44 42 15 611112 7 8 1 2
62 15 20 41 42 49 50 45 28 36 60 51 37 16 62 22 26 43 44 45 46
, 63161938374546 9934 133114 6 9 63 21 25 40 39 49 50
2" 6162631516 20 19 % 1454928 34 36 13 2° 61 62 63 22 21 26 25
9 5 142413837 53 22 42 51 60 31 14 11 7 1 44 43 40 39
10 6 2 49 50 45 46 57 44 1537 16 6 9 12 8 245 46 49 50
62 7 8 32 35 42 37 2 54 58 19 37 25 39 61 11 12 13 14 20 19
5 29 33 53 58 23 28 46 31 29 10 6 36 18 9 22 27 43 44 45 46
6 34 44 18 14 48 51 50 17 23 20 42 55 48 10 21 28 52 51 38 37
Ny Nys: Ny,:
62 S5 629 34 39 44 2 46 50 31 17 29 23 61 9 10 22 21 27 28
7 32 42 58 53 18 14 54 13 25 6 10 20 42 11 13 20 44 43 52 51
8735 37 23 28 48 51 58 37 39 36 18 S5 48 12 14 19 45 46 38 37
355594852 1 2 4 36319 30 16 34 22 31 60 23 24 43 46
436 32 39 13 57 50 56 59 61 20 33 15 29 11 36 4 42 57 13 37
63 25 21 18 43 S3 46 60556210 8 9 7 21 6 56 48 30 52 19
Ny Nye: Nag:
3 46336 2532 31 4 56 60 59 55 61 62 22 11 21 36 6 4 56
5548 1 13 39 18 43 319 16 33 20 10 8 31 23 43 57 42 4B 30
59 52 2 57 50 53 46 633034 1529 9 7 60 24 46 13 37 52 19
4 36326 35 22 31 62 7 8 38 41 31 36 62 7 8 32 35 42 37
56 S1 1 40 14 44 17 5 34 44 20 16 60 55 S 40 33 21 26 49 46
60 47 2 49 58 45 54 6 29 39 45 50 22 25 6 43 30 59 56 15.19
Ns: N17= N29‘ ’
45660 51 47 1 2 62 5 6 34 29 44 39 62 5 640 43 33 30
326 22 14 40 49 58 7 38 31 16 20 45 50 7 32 42 26 21 59 56
63 35 31 44 17 45 54 8 41 36 60 55 22 25 8 35 37 49 46 15 19
61 11 12 13 14 20 19 2172311 24 16 7 153 57 20 38 26 40
9 23 25 57 58 29 30 46 31 29 21 41 34 40 45 28 36 29 27 12 7 -
, 102426 36 35 55 56. y 50 54 5822 47 60 43y 49 34 13 55 52 25 43
6 61 91023242526 B 22116172211 7 ° 14549 28 34 36 13
11 13 20 58 57 36 35 54 46 41 40 31 23 29 53 20 26 27 29 55 52
12 14 19 29 30 55 56 S8 43 S0 47 60 24 34 57 38 40 12 7 25 43
62 7 8 38 41 31 36 4 3631930 16 34 355 59 17 40 28 37
5 40 33 52 47 17 13 56 47 2 37 24 41 28 47 25 33 31 26 12 6
N, 6433027245857 6051 146575053 5136 1554492742
7 62 5 64043333 % 456604751 2 t ' 34751 25 36 33 15
738 31 47 52 27 24 319 16 24 37 46 S7 55 17 28 26 31 54 59
8 41 36 17 13 54 57 63 30 34 41 28 50 53 59 40 37 12 6 27 42
61 11 12 15 16 17 18 355 59 24 41 44 14 61 11 12 15 16 17 18
9 22 28 33 60 31 32 47 25 33 57 50 39 13 9 24 26 49 41 47 48
10-21 27 59 34 54 53 51 36 15 30 16 8 9 10 23 25 42 50 40 39
Ng: Noo: - N32=
61 9 10 22 21 28 27 347 51 25 36 33 15 61 9 10 24 23 26 25
11 15 17 60 59.34 33 S5 24 44 50 57 30 16 11 15 17 41 42 49 50
12 16 18 31 32 53 54 5941 14 39 13 B 9 12 16 18 47 48 40 39
3 46317 40 14 44 S 20 314 24 11 23 456 60 23 42 43 13
47 52 61 18 43 13 39 32 38 55 44 41 21 29 48 26 34 58 49 40 14
| S1486210 7 98 y 3545595147258 5235 16 2915 7 9
9"y 475152486162 2! s32142022 311 S0 4485226 35 34 16
417 14 43 18 10 7 38 21 35 29 44 47 23 56 23 43 49 58 29 15
634044 1339 9 8 41 59 58 55 45 51 24 6042 13 40 14 7 9
4 363263522 31 3 55 59 17 40 28 37 355594852 1 2
56 59 &1 25 32 21 36 47 29 32 10 7 34 19 4 20 15 23 38 45 S8
N 60556212 511 6 \ 51202118435346 . 63 29 33 42 27 49 54
107 66059 55 61 62 22 3475129203221 % 3 463202915 33
32622322512 5 55 17 28 7 10 18 43 55 48 1 38 23 42 27
“63 35 31 21 36 11 6 $9 40 37 34 19 53 46 53 52 2 45 58 49 54
153 57 20 38 26 40 2 54 58 19 37 25 39 463 3234238 27
45 32 30 10 5 35 17 46 27 35 30 28 12 8 48 62 47 11 6 5 12
N 491824194156 47 \ 5033 1456512644 y 5261 51 24 37 41 28
: : o3
11° | 454932 18 30 24 23 2465027 33 35 14 °° 4 48 52 62 61 47 51
5320 26 5 10 19 41 54 19 25 28 30 56 51 6323 38 6 11 24 37
57 38 40 35 17 56 47 . 58 37 39 12 8 26 44 342 27 75 12 41 28
611112 7 8 1 2 4 56 60 18 39 27 38 426 12 18 5 25 16
62 24 28 29 30 57 S8 48 30 31 10 8 33 20 48 35 27 32 38 39 34
, 632327 34335354 y 521922174454 45 525620 53 41 50 60
120 [ cr 6324232827 2% 4485230193122 ° 418271228 516
11 7 13029 34 33 56 18 27 8 10 17 44 56 39 38 25 34 32 41

12 8 2 57 58 53 54 60 39 38 33 20 54 45 60 48 52 26 53 35 50 .

Tabelle 3: Die gemdB (8.4) konstruierten 36 Paare {Hi'Hi} = Ni
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(¢) Auf der Menge der durch Satz 8.4 gegebenen 36 Paare {Hi'Hi}
sei nun der Graph Fé definiert. Sind Ni = {Hi'Hi } und

Nj = {Hj’Hé } solche Paare, so seien sie genau dann verbunden,
wenn |H n H' |= 3 fr ein H & Ni und ein H' € Nj gilt.

Wir zeigen nun, daB PSU(3,32) als transitive Automorphismengruppe
auf Pé wirkt. Bei Konjugation mit Elementen der PSU(3,3%) gehen
die 21 Involutionen, die in V. v V. v ...... u Vv enthalten

k k

7
sind (wo V die Vierergruppen %n Hi %ezeichnet) auf 21 paar=

weise versi%iedene Involutionen itber. Entsprechend gehen die Men-
gen Hi und Hi in ebensolche tber. Flir g € PSU(3,32) gilt auch

Hig/1 Hig = @. Konjugation mit einem Element der PSU(3,32) bewirkt
also eine Permutation der 36' Paare Ni' Die Transitivitdt dieser
Wirkung ergibt sich daraus, daB die 36 Untergruppen der Ordnung 168
in der PSU(3,3%) konjugiert sind.

Sind nun Ni und.Nj adjazent, so gibt es 3 Vierergruppen, die sowohl
in Hi bzw. Hi als auch in Hj bzw. Hé enthalten sind: Flir deren
Konjugierte trifft dann dasselbe zu.

=7

2 2
Der Punkt N1 von Pé ist mit 14 anderen Punkten verbunden, also ist

(d) Es soll gezeigt werden, daf F gilt.

wegen der Transitivitdt der Automorphismengruppe von Fé dieser
Graph reguldr mit der Valenz 14.

Betrachten wir die 36 Paare Ni als Untergraphen des Vertauschbar-
keitsgraphen der Involutionen der PSU(3,32), so ist die in (c)
getroffene Definition der Adjazenz in Pé dquivalent zu folgender:
Zwei Punkte (also Untergraphen des Vertauschbarkeitsgraphen der
63 Involutionen) sind genau dann miteinander verbunden, wenn sie

einen aus 9 Involutionen bestehenden Untergraphen gemeinsam haben,

der folgende Gestalt hat:

v WV
_ 3 1
Vm ' v Vn

(Hinweis: dieser Untergraph ist isomorph zum Vertauschbarkeits-

graph der Involutionen der S4)
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Zwel verbundene Punkte Ni’ Nj haben - so betrachtet - einen
solchen Untergraphen gemeinsam. Es gibt dann noch je 4 der-

artige ‘Untergraphen, die das Dreieck v,v,v, nicht enthalten.

1°2°3
Daraus folgt, daB in Pé A = 4 gilt. Wegen der Transitivitat
der Automorphismengruppe -von Pé ist Fé ein streng reguldrer Graph

mit den Parametern n = 36, k = 14 und A = 4, Da nach [24] ein

Graph durch diese Parameter eindeutig bestimmt ist, gilt

b 4

5 PSU(3,32) ist.

1B

F2 = Fé. Wir ‘haben damit nochmals gesehen, daB G

(Nebenbei wurde gezeigt, daB der Vertauschbarkeitsgraph der
Involutionen der PSU(3,32) 36 Untergraphen enthdlt, die iso-
morph zum Vertauschbarkeitsgraphen der Involutionen der PSL(2,7)
sind. Diese wiederum enthalten 14 Untergraphen, die isomorph

zum Vertauschbarkeitsgraphen der Involutionen der S4 sind.)

(e) Nach [8] sind alle Untergruppen der Orxdnung 168 in der
PSU(3,32) konjugiert, d.h.. ein &uBerer Automorphismus der
PSU(3,32) ist eindeutig durch seine Wirkung auf die 36 Konju-
gierten der PSL(2,7) in PSU(3,32), also durch seine Wirkung auf

die 36 Punkte des Graphen TI'! bestimmt. Ein &uBerer Autmorphismus

2
erhdlt die Kanten des Graphen, denn fiir ihn trifft dieselbe Uber-

legung wie in (c) fir einen inneren Automorphismus 2zu.

Also ist Aut(PSU(3,32)) in G, enthalten und wegen ‘Gﬂ = 12 096

2
gilt Aut(r)) =G, = Aut (PSU(3,3%)) = G, (2).

Dabei bezeichnet G2(2) die Chevalley-Gruppe vom Typ G2 dber GF(2).
Die Isomorphie Aut(PSU(3,32)) = G2(2) wird z.B. gezeigt in [21].
Der Stabilisator eines Punktes in der primitiven Permutationsdar-
stellung von G2(2) auf 36 Punkten ist isomorph zu PGL(2,7) und

hat drei Bahnen auf den 36 Punkten.
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§ 9 Die Hall-Janko-Gruppe HJ als Rang-3-Erweiterung

der PSU(3,3%)

(9.1) Konstruktion des Hall-Jdanko-Graphen

Da in PSU(3,32%) die zZentren der 2-Sylow-Gruppen die Ordnung 2 ha-
ben, kénnen wir die Eckenmenge von 22 mit den 63 Involutionen der
PSU(3,32) identifizieren, die gemdB (A) in §6 zu verbinden sind.
Ist u eine Involution, so ist u in genau 3 elementar-abelschen
Untergruppen der Ordnung 4 der PSU(3,32) enthalten (8.4), es gibt
also genau 6 Involutionen v, mit [u,vi] =1(i=1,2,..,6). Jedes
dieser v, ist in zwei weiteren Vierergruppen enthalten, die je
zwei von u und Vs verschiedene Involutionen enthalten. Es gibt
also 6¢2¢2 = 24 Involutionen w, die die Bedingung [u,w] # 1, aber
es existiert ein v, mit [u,vi] = [w,vi] = 1 erfillen.

DaB diese 24 Involutionen tatsdchlich paarweise verschieden sind,
sieht man folgendermaBen ein:

Setze G = PSU(3,32) und x, y seieh verschiedene Involutionen in G
mit [x,y] # 1.
.Behauptung: Dann enthdlt CG(x)n CG(y) héchstens eine (zentrale)
‘Involution. )

(Fir [x,y] = 1 ist diese Aussage klar, deshalb wird nur {x,y] # 1
betfachtet.)

Beweis: CG(x) enthdlt genau 7 Involutionen, ndmlich x selbst und
6 weitere Involutionen, die 3 Paare vertauschbarer Involutionen
bilden. x ist zentrale Involution, also gibt es eine 2-Sylow-Grup-
pe S von G, so daB gilt x € Z(S) < S < CG(x) und alle Involu-
tionen in CG(x) liegen bereits in S. Seien nun z, und z, nicht-

2

vertauschbare Involutionen in S, so ist <21'22> eine Diedergruppe
mit durch 4 teilbarer Ordnung, etwa |<zl,22>] = 4n. Dann ist

1,z2> , die mit z1 und 22 ver-

tauschbar ist. Da der Vertauschbarkeitsgraph in CG(x) folgende

n . . .
z = (zlzz) eine Involution in <z

Gestalt hat:

2y
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folgt z = x. Wdren nun z, und z, in CG(x) n CG(y) enthalten, so

wédre auch z = x in CG(y) enthalten, also ware [x,y] = 1, was der

Voraussetzung widerspricht.

22 ist also ein reguldrer Graph der Valenz 24, auf dem die PSU(3,32)

als transitive Automorphismengruppe wirkt.

Nach Vorschrift (B) bildet man nun den Graphen F3 mit der Ecken-

. menge {Pz}cJFé v Z,. Wegen der in (8.4) gezeigten Isomorphie von

F2 mit Fé kann man sie beiden Graphen identifizieren, die Konstruk-
tion von F3 stimmt also mit der Definition in §6 Uberein.
P2 ist mit jedem Element von Pé, aber keinem Element in 22 verbun-
den. Ein Element u € 22 ist mit genau den Paaren {Hi'Hi} aus Pé
verbunden, filir die gilt: es existiert ein Vk & Hi mit u & Vk;
denn genau dann fixiert u das Paar {Hi’Hi} bei Konjugation.
Da jede Involution u in genau 3 Gruppen Vk enthalten ist, und

jede dieser in 8 Mengen H, bzw. H! liegt, folgt: es gibt genau

3.8 i i

2

u € Vk' Also ist jeder Punkt von 22

= 12 Paare {Hi'Hi}' so daB in H, ein Vk enthalten ist mit
mit 12 Punkten in Fé verbun-
den.

Umgekehrt ist jedes der Paare {Hi’Hi} mit genau den 21 Involutio-
nen in 22 verbunden, die in den in Hi und Hi enthaltenen Vierer-

gruppen liegen.

Daraus ergibt sich, daB f3 ein requldrer Graph der Valenz 36 ist,
der Uberdies die Parameterbedingungen eines Rang-3-Graphen erfillt.
Dabei ist (zundchst formal):

n= 100, k=36, 1 =63, A =14, p =12, s =6, t = -4, f2= 36 und
f3= 63. -

In Abbildung 10 wird die Adjazenzmatrix des Hall-Janko-Graphen an-
gegeben. Dabei sind die Zeilen und Spalten dieser Matrix folgendex-
maBen 'numeriert': Zundchst P dann die 36 Paare {Hi’Hi} in der

Reihenfolge von Tabelle 3 und schlieBlich die 63 Involutionen der

PSU(3,32) in der Reihenfolge von Tabelle 1.
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(9.2) Beweis der Transitivitidt der Automorphismengruppe von T

3
Um zu zeigen, daB Aut(F3) transitiv auf den Punkten des Graphen
wirkt, geniigt es, einen Automorphismus des Graphen zu konstruie-
ren, der P2, Fé und 22 bewegt. Die folgende Konstruktion eines
solchen Automorphismus hat mir M. SUZUKI in einem Brief [21] mit-

geteilt, wofir ich ihm an dieser Stelle herzlich danken mbchte.

Man betrachtet deh Graphen folgendermaBen:

P(PZ) ist die Menge der zentralen Involutionen der G2(2)

A(Pz) ist die Menge der Konjugierten der PGL(2,7) in G2(2)

Sei Q e A(PZ)'

Sei a eine Abbildung von FB auf sich mit:

(1) a vertausche P2 und Q,

(2) a lasse jedes Element von A(P2) N A(Q) fest.

(3) Die Punkte in A(Pz) N {o, A(Pz) N A(Q)} sind im Graphen F2

gerade die zentralen Involutionen von G, = PGL(2,7). Also gibt

es eine nattrliche Identifikation der Eiemente von

A(P2) N\ {9, A(PZ) N A(Q)} mit den Elementen von F(Pz), die.in

Q, einer Konjugierten der PGL(2,7), enthalten sind.

a sei diese Identifikation der Elemente von A(Pz)\\{Q,A(E2Xr\A(Q)}
mit den Elementen von P(Pz) n A(Q).

(4) Sei vy e 9 n P(Pz), dann kann man y als Involution der PSL(2,7)
auffassen. Nach (7.3) gibt es genau 4 Involutionen in Q N P(PZ),
die mit y kommutieren. Da y gleichermaBen als Involution der
PSU(3,32) aufgefaBt werden kann, gibt es insgesamt 6 Involutionen,
die mit y vertauschbar sind, also miissen 2 derselben in

I'(p,) N A n I'(p,)} liegen. Da [0 n I‘(Pz)l = 21 und

|I‘(P2) N\ {A(Q) n r(Pz)}i = 42 gilt, folgt:

Zu jedem x € P(Pz)'\ {A(Q) n P(Pz)} existiert ein eindeutig be-
stimmtes vy € 9 n P(Pz) mit [x,y] =1 und Xy & F(P2)‘\ {A(Q)rWF(PZ)}.

, . a
Sei x = xy.

Es ist nun zu zeigen, daB damit tatsdchlich ein Automorphismus

von F3 definiert ist, d.h. daB a die Ecken von P3 kantenerhaltend

permutiert.
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Beweis:
Sei A die Menge der Kanten in 1"3. Sind M, = {P2,Q}, M
My = A(PZ)\{Q, AQ) n A(Pz)}, M, = A(Q) A T(P,) und

M = T(P,) N\ {A(Q) N I‘(Pz)}, so sind die F&alle /i.j/ far

i,j = 1,2,..5 zu betrachten: dabei ist in Fall /i.j/ zu zeigen,

2 =A(Q) [a) A(Pz) ’

daf genau dann (xia,xja) € A fir ein Eckenpaar von ['_ mit xi € Mi

3
und x. € M, gilt, wenn (x,,x.) € A.

J_ ]g 1 l' J)
Da a eine Involution ist, genligt es die F&lle /i.j/ mit j > i zu

betrachten.
Die Féalle /1.j/ ergeben sich unmittelbar aus der Definition von a.

Sei jetzt R € A(Q) n A(P2). Also ist R® = R.

/2.2/: Ist S e A(Q) n A(P,) und (R,S) €A, so ist ®*,sYH = (r,9),
also in A.

/2.3/: Betrachte ein mit R benachbartes S in A(PZ)\\{Q,A(Q)f\A(PZ)}.
Dann ist S° € Q n I(P,). Da (R,S) €A gilt, 1Bt S, aufgefaBt als
Involution in F2 R bei Konjugation fest. Dies trifft dann auch auf
s? zu, denn a ist die natiirliche Identifikation der Elemente in
A(PZ)\\{Q, AQ) n A(Pz)} mit den Involutionen in QlﬂF(Pz).

/2.4/: Ist nun X € Q n P(PZ) und (x,R) € A, so folgt mit demselben
Argument wie in /2.3/, daB dann auch (xa,R) € A gilt.

/2.5/: Sei x € T(P,) N {A(Q) n T(P,)} und (x,R) € A.

Dann ist xa = xy, wie oben definiert und R*Y = r¥ = Ryx. Es ist

zu zeigen, daB RY = R gilt.

Fir ein x € T(P,) \ {AQ) n I(Pz)} gibt es in A(R) n T'(P,) genau
4 Involutionen, mit denen x kommutiert.. Diese kdnnen nicht alle in
(F(PZ) N {AQ) F(Pz)}) n A(R) liegen. Also gibt es ein y' in
A(Q) N F(P2)1\ A(R), das mit x kommutiert. Da y eindeutig bestimmt
ist, gilt y' = y, also ist y € A(R), und folglich rRY = R.

Fir die folgenden Fille sei R € A(P,)\ {Q,A(Q) n A(P)}. R® liegt
dann in Qn I‘(Pz) und wir setzen z = R-.

/3.3/: Sei S e A(P)) \ {Q,0(Q)n A(P,)} und (R,S) e A. Die natirliche
Identifikation in der Definition von a ergibt, daB dann (Ra,Sa)e,A
gilt.

/3.4/: Sei x € Q n P(P2) und x sei mit R verbuqden. x 138t R bei

Konjugation fest, folglich ist [z,x] = 1. Daraus folgt, daB z auch
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xa bei Konjugation festldft, daB also (z,xa) € A gilt.

/3.5/: Sei x € T(P,) \ {A(Q) n r(®,)} und (x,R) €A. GemaB

der Definition von xa sei y das eindeutig bestimmte Element

in A(Q)r\F(PZ), das mit x vertauschbar ist und xa = Xy.

(a) Ist y € A(R), so auch xy. Dann ist [x,z] #1, da z # y gilt.-
Ferner gilt [z,y] = 1, denn die 4 Involutionen in A(Q) n re,),
mit denen z vertauschbar ist, sind alle Nachbarn von R und

|A(Q) A F(P2) A A(R)] = 5. Also ist [k,z} # 1 und

[xy,v] = [z,vy] = 1, also gilt (x%,2z) € A.

(b) Ist nun y ¢ A(R), so ist auch xy ¢ A(R). Dann ist [z,x] # 1
und [z,y] # 1 und weder x noch y sind mit z verbunden. Dann ist
(xy,z) € A. Grund:

z ist mit 24 Involutionen der PSU(3,32) verbunden, die in 12
elementar-abelschen Gruppen vom Typ (232) liegen. Jede dieser

12 Vierergruppen enthdlt also 2 Elemente, die mit z adjazent sind.
Jede der 24 Involutionen liegt in 2 weiteren dieser Gruppen; unter
den 63 Untergruppen dieser Art in PSU(3,32%) bleibt also ein Rest
von 3 Vierergruppen, in denen z selbst enthalten ist. Die Gruppe
bestehend aus {1, x, y, xylenthdlt also mindestens eine Involution,
die mit z verbunden ist. Da x und y nicht mit z verbunden sind,

muf (xy,z) € A gelten.

Sei nun x € Q N T'(R,). x> ist dann in AR, N\ {Q,8(0) n AR}
enthalten und dieselben Argumente wie in /3.3/ und /3.5/ liefern
die Behauptung von /4.4/ und /4.5/.

/5.5/: Wir betrachten ein x € P(Pz)\L{A(Q)/W P(Pz)} und es ist

xa = Xy, wie oben definiert. Es ist zu zeigen, daB das Bild eines
mit x verbundenen Elements in M5 in A(xy) liegt.

Es ist [(P(PZ)\ {A(Q) n T(Pz)})lﬁ A(x)| = 16 und in dieser Menge
gibt es 4 Involutionen 2z, flir die gilt: [x,z] # 1 und

[x,xa] = [z,xa]= 1. Fir diese z ist fza,z] = {xy,z] = 1, aber
[za,xy] # 1. ' '

Zu Jjedem dieser mit x verbundenen Elemente z mit [z,xa] = 1 gibt
es dann 3 Elemente z' in(F(Pz)\.{A(Q) n P(Pz)})n A(x), fur die
gilt: [z'a,z] = [xy,z] = 1 und [z'a,xy] # 1.

(Darunter befindet sich jeweils z selbst auch} also ist fir weitere

12 - 4 = 8 Elemente von M5 n A(x) die Behauptung gezeigt.)
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Ferner gibt es noch 4 Elemente z, flir die gilt:

[x,z] # 1 und [k,za] = [z,za] = 1 Flur sie gilt dann:

[ z%,x] = [xa,x] = 1, aber [xa,za] # 1.

Wir haben fir alle Elemente in P(Pz)\~{A(Q)l1 r(pz)}, die mit
x verbunden sind, gezéiqt, dafB ihr Bild dann mit xa verbunden

ist.Q

Damit ist gezeigt, daB a tats&chlich ein Automorphismus von P3

ist, also wirkt Aut(F3) transitiv auf'f3.

Seien P2 mit 00, idie Punkte von Pé mit 01,02,...,36 entsprechend
Tabelle 3 und die Punkte von 22 mit 37,38...,99 in der Reihen-
folge von Tabelle 1 numeriert, so ergibt sich mit Q = 01
folgender Automorphismus a: _
a = (00 01) (02) (03) (04) (05) (06) (07) (08) (09) (10) (11) (12) (13) (14)
(15) (16 97) (17 42) (18 90) (19 37) (20 49) (21 71) (22 54) (23 94)
(24 53) (25 89) (26 99) (27 45) (28 72) (29 41) (30 93) (31 67)
(32 46) (33 50) (34 38) (35 98) (36 68) (39 40) (43 44) (47 48)
(51 52) {55 56) (57 95) (58 96) (59 65) (60 66) (61 91) (62 92)
(63 69) (64 70) (73 78) (74 77) (75 84) (76 83) (79 88) (80 87)

(81 85) (82 86)

(9.3) Identifizierung der Automorphismengruppe von T

3°

(a) Wir haben gesehen, daB G die Automorphismengruppe von F3

’
transitiv auf den Ecken des éraphen wirkt. Nach Konstruktion
ist der Stabilisator eines Punktes in G3 isomorph zu G2(2).
Also ist iG3i = 1oo-[G2(2)| = 1 209 600.

G3 wirkt primitiv, da u # O,k gilt.

»*

3 der Ordnung

Behauptung: G_, enthdlt eine einfache Untergruppe G

3
604 800.

Beweis: Die in (9.2) konstruierte Involution a hat 14 Fixpunkte
auf F3, ist also Produkt von 43 Transpositionen, also eine un-

gerade Permutation. Da G2(2) eine maximale Untergruppe von G3

3 enthalt eine ungerade Permu- 7

;'vom Index 2. Da PSU(3,32

nur gerade Permutationen enthdlt und Untergruppe von G2(2) ist,

ist, gilt G3 = <a,G2(2)> und G

tation, . besitzt also eine Untergruppe G
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gilt PSU(3,32) < G

¥
3° _ *
Es existiert nun eine gerade Permutation a in G3, die P2, F2 und

.

Zz.bewegt. Man wdhle das Produkt einer ungeradenPermutation in

G2(2) mit a in <G2(2),a> . T

Der Stabilisator des Punktes P, in G.  ist isomorph zu PSU(BAf)

2 3

* . . . . . -
und da G3 transitiv auf T 3 ist, kdnnen wir G; mit <PSU(3,3‘2 y,a>

identifizieren.

Da die PSU(3,3) auf den Punkten von FB Bahnen der Ldnge 1, 36 und
63 hat, ist G;'primitiv und nach (5.1) einfach. Also ist G; eine
einfache Gruppe der Ordnung 604 800. U

Nach,[B} ist jede einfache Gruppe der Ordnung 604 800 isomorph
zur sporadischen einfachen Gruppe HJ von Hall-Janko, alsoc gilt
G; = HJ. HJ ist folgendermaBen definiert [16]:

HJ ist eine einfache Gruppe G, so daB das Zentrum einer 2-Sylow-
Gruppe von G zyklisch ist und der Zentralisator einer zentralen
Involution isomorph zur Erweiterung einer Gruppe E der Ordnung 32
mit der A5 ist und G zwei Konjugiertenklassen von Involutionen
besitzt. Die Ordnung von HJ ist 604 8oo. Die Gruppe E ist zentra-
les Produkt einer Quaternionengruppe der Ordnung 8 mit einer

Diedergruppe der Ordnung 8.

+) Eine Involution in PGL(2,7), die in Pl die Mi's mit den N.'s
vertauscht, ist ungerade, z.B. J

(02 09) (03 11) (04 13) (05 14) (06 12) (07 15) (08 10)

Daraus laBt sich unter Zuhilfenahme der Adjazenzmatrix von FB

leicht folgende ungerade Permutation in G3 berechnen:

(00) (01) (02 09) (03 11) (04 13) (05 14) (06 12) (07 15) (08 10) (16)

(17 24) (18 28) (19 33) (20 34) (21 25) (22 29) (23 30) (26 27) (31)

(32 35)(36) (37 50) (38 49) (39 51) (40 52) (41 54) (42 53) (43 55)

(44 56) (45 99) (46 98) (47) (48) (57) (58) (59 60) (61 63) (62 64) (65 66)
(67) (68) (69 91) (70 92) (71 89) (72 90) (73 76) (74 75) (77 84) (78 83)
(79 82) (80 81) (85 87) (86 88) (93 94) (95) (96) (97)

Das Produkt von a mit dieser Involution hat keinen Fixpunkt und
ist eine gerade Permutation:

(00 01) (02 09) (03 11) (04 13) (05 14) (06 12) (07 15) (08 10) (16 97)
(17 53) (18 72) (19 50) (20 38) (21 89) (22 41) (23 93) (24 42) (25 71)
(26 45) (27 99) (28 90) (29 54) (30 94) (31 67) (32 98) (33 37) (34 49)
(35 46) (36 68) (39 52) (40 51) (43 56) (44 55) (47 48) (57 95) (58 96)
(59 66) (60 65) (61 69) (62 70) (63 91) (64 92) (73 83) (74 84) (75 77)
(76 78) (79 86)(80.85) (81 87)(8288) .
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Da nach IS] HJ genau 100 konjugierte Untergruppen der Ordnung

6 048 enthdlt, die isomorph zu PSU(3,32) sind, ist ein ?uBerér
Automorphismus der HJ eindeutig durch seine Wirkung auf die 100
konjugierten Punktstabilisatoren, also durch seine Wirkung auf

die 100 Ecken von F3 bestimmt.

Sei G = szund seien o, B, Yy € 9.

Der Stabilisator des Punktes o in G hat 2 Bahnen auf Q -{a},

ndmlich A(ea) und T'(a). Ist BeA(a), so ist GOL der Stabilisator

8’

von o und B, isomoxrph zu PSL(2,7), ist hingegen vy el'(a), so gilt

|G : G | = 63, also |G ] = 96. Ist nun a ein Automorphismus
o oy ay

von G, #o erhalt a Schnitte von Untergruppen von G, d.h. sind

o und B verbunden, also ist IGa n GBI = 168, so gilt auch
a | = 168. Also wirkt a kantenerhaltend auf T

a
lGOL neG 3"

8

Da |Aut (HJ)| = IAut(F3)| gilt, folgt: G, = Aut(HJ).

3

(b) Wir wollen nun zeigen, daB in G; eine zentrale Involution b

liegt, so daB CG* (b) = E*A_ gilt, wo E zentrales Produkt einer

5
Quaternionengruppe mit einer Diedergruppe der Ordnung 8 ist.
(Beweis wie in [8].)

Wir wdhlen eine Involution der PSU(3,32), Z.B. Wie man

Vll.

der Adjazenzmatrix von T entnimmt, hat v folgende Fixpunkte

3 11
in A(PZ): 06,08,10,12,18,21,25,26,27,32,35. Damit 148t sich

die folgende Involution b in G;'berechnen:

(OO)(06)(08)(10)(12)(18)(21)(25)(26)(27)(28)(32)(35)(47)(48)
(57) (58) (59) (60) (97)

(03 34) (07 19) (11 20) (15 33) (65 94) (66 93) (77 83) (78 84)

(39 41) (40 42) (49 55) (50 56) (71 91) (72 92) (73 88) (74 87)

(01 16) (02 09) (23 30) (31 36) (45 46) (61 62) (63 64) (98 99)

(37 44) (38 43) (51 54) (52 53) (69 89) (70 90) (75 85) (76 86)

(04 29) (05 17) (13 22) (14 24) (67 96) (68 95) (79 82) (80 81)

Fiir die folgenden Uberlegungen seien die Mengen der Punkte in
den letzten 5 Zeilen von b zeilenweise mit A, B, C, D, E be~-’

zeichnet.



- 57 -

Die folgenden 3 Elemente von G;’sind mit b vertauschbar:

(00 60 10 12 57) (06 48 26 18 21) (08 25 28 35 97) (27 32 58 47 59)
(03 55 36 44 96) (34 49 31 37 67) (07 39 01 69 04) (19 41 16 89 29)
(11 92 99 43 22) (20 72 98 38 13) (15 74 61 90 80) (33 87 62 70 81)
(65 71 23 86 17) (94 91 30 76 05) (66 73 02 52 95) (93 88 09 53 68)
(77 50 45 75 79) (83 56 46 85 82) (78 40 63 51 14) (84 42 64 54 24)

t = (0O 18) (06 58) (08 12) (10 59) (21 28) (25 47) (26 32) (27 60)
(35 57) (48 97)

(03 67) (34 96) (07 22) (19 13) (11 79) (20 82) (15 17) (33 05)

(65 24) (94 14) (66 95) (77 04) (83 29) (84 81) (93 68) (78 80)

(39 88) (40 71) (41 73) (42 91) (49 74) (50 92) (55 87) (56 72)

(01 70) (02 86) (09 76) (16 90) (23 52) (30 53) (31 43) (36 38)

(45 37) (46 44) (61 75) (62 85) (63 89) (64 69) (98 54) (99 51)

y = (00) (47) (59 60) (48 57) (58 97) (08 10 26 27) (12 21 32 28)
(06 18 35 25) '

(03 20 33 19 34 11 15 07) (65 83 78 66 94 77 84 93)

(39 85 55 90 41 75 49 70) (37 56 53 42 44 50 52 40)

(69 71 86 88 89 91 76 73) (38 74 54 72 43 87 51 92)

(O1 17 09 14 16 05 02 24) (04 30 22 31 29 23 13 36)

(45 96 99 81 46 67 98 80) (61 79 64 95 62 82 63 68)

Sei C = <z,y,t> . C ist Untergruppe von CG*(b)' C hat auf den
100 Punkten 2 Bahnen, ndmlich die 20 Fixpugktevvon b und die
restlichen 80 Punkte. Die Wirkung von C auf den 20 Fixpunkten
von b ist nicht treu, denn b liegt im Kern dieser Wirkung.

Die Wirkung von C auf der anderen Bahn mit 80 Punkten ist treu,
jedoch imprimitiv. Die Blocke dieser Wirkung sind gerade die
Mengen A, B, C, D, E. Wir untersuchen die Wirkung von C auf dex
Menge der 5 Bldcke. Es ist z =(A BC D E), y = (A) (B D) (C E) und
t = (A E) (B) (C D). Also gibt es einen Homomorphismus C - AS'
Der Kern dieses Homomorphismus sei K. K wird durch die Konjugier-
ten von.y2 erzeugt. Es ist (z£)3 = 1 und 2% = t2 = 1, also ist

<z,t> & A_ und folglich C = Ke-A_.

5 5
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Analyse der Struktur von K:

Sei x, = y2 und x, = z—lx, z far 1 = 2,3,..
1 1 i i-1
1 = = < >.
Es ist dann =z x52 x1 und K xl,xz,x3,x4,x5

Es gelten folgende Relationen:

2 _ — 2 - 2 - i =
x¢=b (i=1,2,..,5), (x,x.+1) 1, (xixi ) b (i =1,..5(mod5))

1 11

-l.5 _ -
und (xlz y° =1, also x1x2x3x4x5 = 1.

+2

K hat auf den 80 Punkten die 5 Bahnen A, B, C, D, E, auf denen K

treu wirkt.
> gilt: x% = x32 = Db, b2 = 1, sowie
-1 .
x1 x3(x1x3) = 1, d.h. es gilt:

Xpr¥y = Qg

Fir <
!

Far fxz,x > gilt:

1%s

[

und x x1x5 = x_l, also gilt:

2 _
(x %)% = 2 2

KXy Xg> = Dy

Diese beiden Gruppe haben das gemeinsame Zentrum <b> und ihre
Elemente sind miteinander vertauschbar. Also ist K das zentrale
Produkt wvon <x1,x . Es gilt {K[ = 32, also ist
lc| = 32+60.

pDa 27 ein Teiler von 1 920 ist und 604 800 = 274 725 gilt, ist

>
> und <x2,x1x5

3

b eine zentrale Involﬁtion von G;t

Da nach [8] der Zentralisator einer zentralen Involution in einer

einfachen Gruppe der Ordnung 604 800 die Ordnung 1 920 hat, gilt

c = CG*(b) und die Charakterisierung von JANKO ist gezeigt.
3
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§ 10 Die G2(4) als Rang-3-Erweiterung der Hall-
Janko-Gruppe HJ

(10.1) Konstruktion des Graphen P4

Ist b eine zentrale Involution in HJ, so ist nach (8]
lCHJ(b)| = 1 920; es gibt also in der HJ 315 zentrale Involu-
tionen. Da 2-Sylow-Gruppen der HJ ein Zentrum der Ordnung 2 ha-

ben [7], identifizieren wir die Eckenmenge von L., mit der Menge

der 315 zentralen Involutionen dexr HJ. Aus dem ii [8] gegebenen
Permutationscharakter flir die eindeutig bestimmte Darstellung der
HJ-auf 315 Punkten ergibt sich, daB es zu einer Involution u in
23 genau 10 zentrale Involutibnen v mit [u,v] = 1 gibt. Da diese
10 Involutionen in CHJ(u) paarweise kommutieren [7],liegt u in
genau 5 zur Klein'schen Vierergruppe isomorphen Untergruppen der
HJ. '

Jede der 10 mit u. vertauschbaren Involutionen v liegt ihrerseits
in genau 4 von <v,u> verschiedenen Vierergruppen in HJ. Also
gibt es zu u insgesamt 10¢4+2 = 80 Involutionen w in 23 mit
[u,w] # 1, aber es existiert ein v mit [u,v] = fw,v] = 1.

Da die 11 zentralen Involutionen in CHJ(V) in einer 2-Sylow-
Gruppe S'von HJ mit veZzZ(S) < S < CHJ (v) liegen und (ohne ¥)

5 Paare vertauschbarer Involutionen bilden E7] , folgt mit dem-
selben Argument wie in (9.1), daB die 80 mit u zu verbindenden

zentralen Involutionen tatsdchlich paarweise verschieden sind.

Wie bilden nun gemdf Vorschrift (B) aus §6 den Graphen F4, dessen

sowie ['. und . be-

Eckenmenge aus einem zusédtzlichen Punkt P3, 3 3

steht.

Aus dem Permutationscharakter fir die Rang-3-Darstellung der HJ
auf 100 Punkten [8] erfahren wir, daB jede zentrale Involution
20 Punkte von F3 festldBt. Andererseits wird jeder Punkt in F3
von 63 zentralen Involutionen festgelassen. (Betrachte A(P3)
als die Menge der Konjugierten der PSU(3,32) in HJ, dann wird

ein Punkt von A(P3) gerade von den 63 Involutionen festgelassen,

die er enthalt.)
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Der so definierte reguldre Graph F4 erflillt (zundchst formal)
die Parameterbedingungen eines Rang-3-Graphen mit
= 416, k = 100, 1 = 315, A = 36, u = 20, s = 20, t = -4,

n
f2= 65 und f3= 350.

(10.2) Nun besteht die Aufgabe darin, zu zeigen, daB G =Aut(P4)

4
transitiv auf den Punkten des Graphen wirkt. Wieder konstruiert

37 FB und 23 bewegt. Die Defi-

nition von a' stimmt mit der in (9.2) gegebenen Definition dber-

man einen Automorphismus a', der P

ein. Auch der Nachweis, daB es sich bei a' in der Tat um einen
Automorphismus handelt, l&uft - unter Berilicksichtigung der in
P4 gegebenen Michtigkeiten von Schnitten von Bahnen - im Prinzip

gleich durch.

Da nach Konstruktion der Stabilisator des Punktes P. in G, iso-

morph zu G3 ist, ergibt sich, daB ’ !

l6,| = 416+1 209 600 = 213.33.52.7413 gilt.

Da G4 eine primitive Gruppe ist, gilt: G4 = <G3,a'>.

a' hat 36 Fixpunkte, ist also eine gerade Permutation, folg-
lich ist GZ = <G;:a'> echte Untergruppe von G4. Der Stabilisator
eines Punktes in G4‘ist isomorph zu HJ, G*'besitzt also eine

4 4
primitive Permutationsdarstellung vom Rang 3 auf 416 Punkten.

Deshalb folgt mit (5.1) die Einfachheit von GZ.
Man kann mit Verwendung von [22] zeigen, daB gilt:

G¥ = G,(4) wa 6

A = Aut(G2(4)).

4
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§ 11 Die sporadische einfache Gruppe Suz als Rang-3-
Erweiterung der G2(4)

(11.1) Zundchst wird der Graph Zé konstruiert. Die Ecken dieses
Graphen sind die Zentren der 2-Sylow-Gruppen der G2(4). Nach (22]
ist das Zentrum einer 2-Sylow-Gruppe der G2(4) elementar—-abelsch
der Ordnung 4. Ist z eine zentrale Involution von G2(4), so gilt
ch (4) (z)| = 45(42 - 1) = 61 440, d.h. es gibt 4 095 zentrale

InvBlutionen in der G, (4) [22]. paraus folgt, daB der Graph I,

4 095
3

= 1 365 Ecken besitzt.

Man kann zeigen, daB es in der G2(4) zu jedem Zentrum U einer
2-Sylow-Gruppe 5 elementar-abelsche Untergruppen Ei (i =1,2..,5)
der Ordnung 16 gibt, die U als Untergruppe enthalten und fir die
E -{1} in 5 Mengen Ui zerfallt, so daB Ui u {1]—&24 ist.

Ferner kann bewiesen werden, daB es zu einem U & 24 genau
S5eded4 = 320 paarweise verschiedene Elemente V in 24 gibt,

so dafB [U,V] # 1 ist, aber ein W €& 24 existiert mit
[UIW] = [VIW] = 1.

4
als transitive Automorphismengruppe wirkt.

5 ist somit ein reguldrer Graph der Valenz 320, auf dem G2(4)

GemaB Vorschrift (B) von §6 wird nun I'_ mit der Eckenmenge

{P4}L/F4 v 24 konstruiert. Wir betrachien die Punkte von 24 als
die Konjugierten der HJ in G2(4). Ein Q e,F4 wird genau dann mit
einem U e 24 verbunden, wenn Q n U # {1} gilt.

Man kann zeigen, daBler\Ul ;:2 gilt. Also enthdlt jedes U hdch-
stens eine der zentralen Involutionen der HJ, d.h. jeder Punkt

" in T4 wird von genau 315 Punkten von 24 festgelassen. Umgekehrt

138t jede Konjugierte des Zentrums einer 2-Sylow-Gruppe der G2(4)
96 Elemente in F4 fest.

PS erfiillt die Parameterbedingungen eines Rang-3-Graphen mit

n=1782, k =416, 1 =.1:365, A = 100, u = 96, s = 20, t = -16,

f2= 780 und f3= i oo1.
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(11.2) Wieder soll nun ein Automorphismus von Fs konstruiert

werden, der P4, P4 und 24 bewegt. Ich gebe die Kostruktion, die

mir M. SUZUKI [21] mitgeteilt hat, ohne Beweis an:

A(P4) sei die Menge der konjugierten Untergruppen von Aut (HJ)
in Aut(G2(4)) und

P(P4) die Menge der konjugierten Zentren der 2-Sylow-Gruppen in

G, (4)

a" sei folgendermafen definiert:
Sei Q € A(P4).

(1) a" vertausche Q und P4.
(2) Die Punkte in A(P4) Nn A(Q) solle von a" festgelassen werden.
(3) Die Elemente von A(P4)\.{Q,A(P4) N A(Q) } werden als Involu-
tionen in G, identifiziert. Es besteht somit eine natlrliche

4
Korrespondenz zwischen den 315 zentralen Involutionen in G, und

den Elementen in P(P4), die mit Q nichttrivialen Schnitt bzsitzen
a" sei diese natlirliche Identifikation.

(4) Man kann zeigen, daB fir Q und ein U e-Z4 folgendes gilt:

Ist Q n U = {1},s0 gibt es eine elementar-abelsche Untergruppe E
der Ordnung 16 in Aut(G2(4)), so daB E = {1} in finf Mengen

Ul ~ {1} zerf4allt. Dabei sind die Ui (i=1,2,..,5) in F(P4),

so daB U1 = U gilt und fir genau eines der Ui mit i =2,3,4,5

gilt 9 nu, = {1}. )

Ist nun U € F(P4)\\{ A(Q) n F(P4)}, dann sei U = U', wobei U'

die eben genannte Bedingung erfillt.

Da der Stabilisator des Punktes P, in G_ isomorph zu G, ist und

4 5 4
G5 transitiv auf den 1 782 Ecken von FS wirkt, gilt:
1G | = 213.33.52.741341 782 = 21%.37.5%47.11.13

Der Graph P erfillt p # O,k, also 1st G_ primitive Permutatlons—

5
gruppe der 1 782 Punkte des Graphen und dasselbe gilt fur

5 4
Fixpunkte, ist also eine gerade Permutation.

G*¥ = <«g¥,a"> , eine echte Untergruppe von GS' denn a" hat.100 -

Mit (5.1) folgt: c;s*

448 345 497 600. Gg?ist die sporadische einfache Gruppe Suz von

Suzuki, eine primitive Erweiterung der einfachen Gruppe G2(4) in

ist eine einfache Gruppe der Ordnung

ihrer primitiven Permutationsdarstellung auf 416 Punkten.
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